
Âàðèàíò 1.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R4[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (5, 5, 1, 4, 0),
v2 = (0, 3, 2, 1, 5),
v3 = (3, 0, 2, 5, 2),
v4 = (−2,−2, 3, 1,−2).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3,−2, 1), e2 = (−2, 3, 1), e3 = (1, 1, 2);
g1 = (−1, 4, 4), g2 = (2, 2, 5), g3 = (5, 0, 5).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 5v1 + 2v2 + 2v3, e2 = 4v1 + 4v2 + 3v3,
e3 = 3v1 + 2v2 + 3v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 3x3 − 4x2 + 2,

v2 = 2x3 + 2x + 3,

v3 = 5x3 + 3x− 4
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 4x3 + 2x2 +

3x + 3 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




−2 4 2 0 1 5
3 4 0 −2 4 4
0 0 1 1 2 2
−2 −2 4 4 3 4


 .

7. Ïóñòü v1 = (5, 4,−2, 0, 0), v2 = (0, 2,−1, 4, 5),
v3 = (3,−1, 0, 0, 1) è w1 = (1, 3, 1, 1, 3), w2 =
(4, 0, 2, 5,−1), w3 = (−1,−2, 3, 1, 4). Íàéòè áàçèñ ñóì-
ìû L1 +L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((−1, 3, 1, 4, 1), L1) è M2((5,−1, 3, 4, 3), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (−2, 0, 5, 1), v2 =

(1, 5,−2, 5), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



0 −2 4 2 0
0 4 2 0 0
4 4 5 −2 0
2 2 0 0 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 2.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R5[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 4, 5, 5, 4),
v2 = (5, 5, 3, 4, 3),
v3 = (4, 4, 3, 5, 5),
v4 = (3, 5, 3, 4, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (5, 3, 5), e2 = (4, 4, 5), e3 = (3, 5, 5);
g1 = (4, 5, 5), g2 = (3, 3, 3), g3 = (5, 5, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 4v1 + 2v2 + 3v3, e2 = 3v1 + 4v2 + 3v3,
e3 = 2v1 + 5v2 + 4v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 2x3 − 4x2 + 3,

v2 = 5x3 + 2x + 4,

v3 = 4x3 + 3x− 5
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 3x3 + 2x2 +

4x + 2 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




1 −1 5 3 4 0
−2 −1 3 1 −1 −1
3 3 4 4 5 5
1 1 −1 −1 −2 −1


 .

7. Ïóñòü v1 = (0, 0,−1, 3, 4), v2 = (3, 5, 0,−1, 1),
v3 = (−2, 3, 1, 4, 5) è w1 = (4,−2, 2, 4,−1), w2 =
(−1, 4, 3, 1, 3), w3 = (2, 2, 4, 5, 0). Íàéòè áàçèñ ñóììû
L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((2,−1, 2,−1, 5), L1) è M2((0, 2, 3, 0,−1), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (1, 3,−2, 5), v2 =

(4, 1,−1, 1), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



3 1 −1 5 0
3 −1 5 3 0
−1 −1 0 1 0
5 5 3 3 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 3.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R4[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (4, 5, 4, 5, 3),
v2 = (4, 3, 3, 4, 4),
v3 = (4, 5, 5, 3, 5),
v4 = (4, 4, 4, 5, 4).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (4, 5, 5), e2 = (4, 4, 4), e3 = (4, 5, 3);
g1 = (4, 3, 4), g2 = (4, 5, 4), g3 = (4, 4, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 3v1 + 2v2 + 4v3, e2 = 2v1 + 4v2 + 4v3,
e3 = 5v1 + 3v2 + 4v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 5x3 − 3x2 + 3,

v2 = 4x3 + 2x + 3,

v3 = 3x3 + 4x− 2
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 2x3 + 3x2 +

5x + 4 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




0 −2 4 2 −1 3
1 −2 2 0 −2 −2
2 2 −1 −1 4 4
0 0 −2 −2 1 −2


 .

7. Ïóñòü v1 = (3, 2, 2, 3, 3), v2 = (2, 5, 2, 1, 2),
v3 = (1,−1, 2,−1, 1) è w1 = (−1, 3, 2, 3,−1), w2 =
(−2, 5, 1, 2, 5), w3 = (5, 0, 1, 0, 4). Íàéòè áàçèñ ñóììû
L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((5, 1, 0, 1, 2), L1) è M2((3, 5,−1, 5, 0), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (0, 4,−1,−1), v2 =

(−1,−2,−2,−2), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé



2 0 −2 4 0
2 −2 4 2 0
−2 −2 3 0 0
4 4 2 2 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 4.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R4[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (4, 3, 4, 4, 4),
v2 = (4, 5, 3, 3, 5),
v3 = (4, 3, 5, 4, 3),
v4 = (4, 5, 5, 3, 4).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (4, 3, 5), e2 = (4, 5, 4), e3 = (4, 3, 3);
g1 = (4, 4, 5), g2 = (4, 3, 4), g3 = (4, 5, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 2v1 + 4v2 + 5v3, e2 = 5v1 + 2v2 + 4v3,
e3 = 4v1 + 5v2 + 4v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 4x3 − 5x2 + 3,

v2 = 3x3 + 3x + 3,

v3 = 2x3 + 2x− 3
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 5x3 + 5x2 +

5x + 2 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




−1 5 3 1 −2 2
0 5 1 −1 5 5
1 1 −2 −2 3 3
−1 −1 5 5 0 5


 .

7. Ïóñòü v1 = (2, 4,−1, 5,−2), v2 = (1,−1,−1, 3, 5),
v3 = (0, 1,−1, 1, 3) è w1 = (−2, 5,−2, 5, 1), w2 =
(5,−1,−2, 3, 0), w3 = (4, 1,−2, 1,−1). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((4, 3, 4, 2, 5), L1) è M2((2,−1, 4,−1, 3), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (−1,−2, 3, 1),

v2 = (−2, 0, 3,−1), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé



1 −1 5 3 0
1 5 3 1 0
5 5 2 −1 0
3 3 1 1 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 5.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (5, 3, 3, 4, 5),
v2 = (3, 5, 4, 3, 5),
v3 = (4, 4, 5, 5, 5),
v4 = (5, 4, 3, 4, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 5, 5), e2 = (4, 4, 4), e3 = (5, 3, 5);
g1 = (4, 5, 4), g2 = (5, 4, 5), g3 = (3, 3, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 5v1 + 3v2 + 2v3, e2 = 4v1 + 2v2 + 5v3,
e3 = 3v1 + 5v2 + 3v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 3x3 − 3x2 + 3,

v2 = 2x3 + 2x + 5,

v3 = 5x3 + 5x− 4
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 4x3 + 5x2 +

2x + 5 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




2 0 −2 4 5 1
−1 0 4 2 0 0
4 4 5 5 −2 −2
2 2 0 0 −1 0


 .

7. Ïóñòü v1 = (1, 2,−2,−1, 0), v2 = (4, 0, 5,−1, 1),
v3 = (−1,−1, 4,−1, 2) è w1 = (5, 4, 1,−1, 4), w2 =
(0, 3, 0,−1, 5), w3 = (3, 2,−1,−1,−2). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((3, 0,−2,−2, 5), L1) è M2((1, 5, 3,−2,−1), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (2, 1, 0,−2), v2 =

(5, 0,−1,−2), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



4 2 0 −2 0
4 0 −2 4 0
0 0 1 2 0
−2 −2 4 4 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 6.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R4[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 5, 3, 5, 3),
v2 = (4, 4, 4, 4, 3),
v3 = (5, 3, 5, 3, 3),
v4 = (3, 5, 4, 5, 3).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (4, 3, 3), e2 = (5, 3, 4), e3 = (3, 5, 5);
g1 = (5, 4, 5), g2 = (3, 3, 3), g3 = (4, 5, 4).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 4v1 + 3v2 + 2v3, e2 = 3v1 + 2v2 + 5v3,
e3 = 2v1 + 5v2 + 4v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 2x3 − 3x2 + 3,

v2 = 5x3 + 2x + 2,

v3 = 4x3 + 5x− 5
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 3x3 + 5x2 +

2x + 5 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




5 3 1 −1 0 4
2 3 −1 5 3 3
−1 −1 0 0 1 1
5 5 3 3 2 3


 .

7. Ïóñòü v1 = (4, 2,−1,−1, 1), v2 = (−1, 0, 5,−1, 2),
v3 = (2,−1, 4,−1, 3) è w1 = (0, 4, 2,−1, 5), w2 =
(3, 3, 1,−2,−2), w3 = (−2, 2, 0,−2,−1). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((−2, 0,−2,−2,−2), L1) è M2((4, 5, 4,−2, 0), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (5, 1, 0,−2), v2 =

(0, 0,−1,−2), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



−1 5 3 1 0
−1 3 1 −1 0
3 3 4 5 0
1 1 −1 −1 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 7.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (4, 4, 5, 5, 3),
v2 = (3, 4, 5, 4, 5),
v3 = (5, 4, 3, 3, 3),
v4 = (4, 3, 3, 5, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 5, 4), e2 = (5, 4, 4), e3 = (4, 4, 4);
g1 = (5, 4, 4), g2 = (4, 3, 5), g3 = (3, 3, 5).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 3v1 + 5v2 + 3v3, e2 = 2v1 + 4v2 + 5v3,
e3 = 5v1 + 3v2 + 3v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 5x3 − 4x2 + 2,

v2 = 4x3 + 3x + 4,

v3 = 3x3 + 2x− 2
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 2x3 + 4x2 +

2x + 4 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




4 2 0 −2 3 −1
5 2 −2 4 2 2
−2 −2 3 3 0 0
4 4 2 2 5 2


 .

7. Ïóñòü v1 = (−1, 1, 1, 3,−1), v2 = (−2, 5,−1, 5, 2),
v3 = (5, 0, 5,−1, 5) è w1 = (3,−2, 1, 2, 3), w2 =
(2, 2,−2, 4,−1), w3 = (1, 5, 4,−2, 2). Íàéòè áàçèñ ñóì-
ìû L1 +L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((1,−1, 3, 4, 2), L1) è M2((−1, 5,−1, 0, 0), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (4,−1, 0, 5), v2 =

(3, 2,−2,−1), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



−2 4 2 0 0
−2 2 0 −2 0
2 2 −1 4 0
0 0 −2 −2 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 8.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R5[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 4, 3, 3, 4),
v2 = (5, 3, 3, 5, 3),
v3 = (4, 3, 3, 4, 5),
v4 = (3, 3, 3, 3, 4).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (5, 4, 4), e2 = (4, 4, 4), e3 = (3, 4, 5);
g1 = (4, 3, 5), g2 = (3, 3, 5), g3 = (5, 3, 5).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 2v1 + 3v2 + 3v3, e2 = 5v1 + 2v2 + 5v3,
e3 = 4v1 + 5v2 + 3v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 4x3 − 2x2 + 2,

v2 = 3x3 + 5x + 4,

v3 = 2x3 + 5x− 2
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 5x3 + 2x2 +

3x + 5 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




3 1 −1 5 2 −2
4 1 5 3 1 1
5 5 2 2 −1 −1
3 3 1 1 4 1


 .

7. Ïóñòü v1 = (−2, 0,−2, 1,−1), v2 = (5, 3, 4, 3, 2),
v3 = (4,−2, 1, 5, 5) è w1 = (2, 5, 5, 0, 3), w2 =
(1, 0, 3, 2,−2), w3 = (0, 3, 1, 4, 1). Íàéòè áàçèñ ñóììû
L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((0, 5,−1, 2, 1), L1) è M2((−2, 3, 3,−2, 0), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (3, 5, 5, 3), v2 =

(2, 0, 3, 5), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



5 3 1 −1 0
5 1 −1 5 0
1 1 −2 3 0
−1 −1 5 5 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 9.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R4[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (4, 3, 5, 5, 3),
v2 = (4, 3, 4, 4, 4),
v3 = (4, 3, 4, 4, 4),
v4 = (4, 3, 3, 3, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (4, 5, 3), e2 = (4, 5, 5), e3 = (4, 5, 4);
g1 = (4, 3, 5), g2 = (4, 3, 4), g3 = (4, 3, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 5v1 + 3v2 + 3v3, e2 = 4v1 + 3v2 + 4v3,
e3 = 3v1 + 2v2 + 5v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 3x3 − 5x2 + 5,

v2 = 2x3 + 5x + 2,

v3 = 5x3 + 5x− 2
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 4x3 + 3x2 +

2x + 2 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




−2 4 2 0 1 5
3 4 0 −2 4 4
0 0 1 1 2 2
−2 −2 4 4 3 4


 .

7. Ïóñòü v1 = (5, 2, 4, 0, 0), v2 = (0, 2, 1, 3, 5),
v3 = (3, 1,−2,−1, 2) è w1 = (1, 1,−1,−2, 5), w2 =
(4, 1, 4, 2, 2), w3 = (−1, 0, 1,−2,−1). Íàéòè áàçèñ ñóì-
ìû L1 +L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((−1,−1, 0, 3, 0), L1) è M2((5,−2, 2, 2, 3), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (−2, 5, 0, 5), v2 =

(1, 5, 5, 1), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé



0 −2 4 2 0
0 4 2 0 0
4 4 5 −2 0
2 2 0 0 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 10.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R4[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (4, 3, 3, 3, 5),
v2 = (4, 3, 5, 5, 3),
v3 = (4, 4, 4, 5, 4),
v4 = (4, 4, 3, 4, 4).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (4, 3, 3), e2 = (4, 3, 5), e3 = (4, 3, 5);
g1 = (4, 4, 3), g2 = (4, 4, 5), g3 = (4, 4, 4).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 4v1 + 3v2 + 4v3, e2 = 3v1 + 3v2 + 5v3,
e3 = 2v1 + 3v2 + 5v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 2x3 − 2x2 + 5,

v2 = 5x3 + 2x + 2,

v3 = 4x3 + 5x− 3
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 3x3 + 3x2 +

3x + 2 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




1 −1 5 3 4 0
−2 −1 3 1 −1 −1
3 3 4 4 5 5
1 1 −1 −1 −2 −1


 .

7. Ïóñòü v1 = (0,−2, 4, 4,−2), v2 = (3,−2, 1, 0, 3),
v3 = (−2,−2,−2, 3, 0) è w1 = (4, 5, 0, 2, 2), w2 =
(−1, 5, 4,−2, 0), w3 = (2, 5, 1, 2, 5). Íàéòè áàçèñ ñóì-
ìû L1 +L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((2, 3, 0,−1,−2), L1) è M2((0, 2, 2,−2, 1), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (1, 2, 1, 1), v2 =

(4, 2, 5, 5), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



3 1 −1 5 0
3 −1 5 3 0
−1 −1 0 1 0
5 5 3 3 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 11.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (5, 5, 3, 5, 5),
v2 = (3, 5, 4, 4, 5),
v3 = (4, 3, 5, 4, 4),
v4 = (5, 4, 3, 4, 4).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 3, 5), e2 = (4, 3, 3), e3 = (5, 4, 4);
g1 = (4, 3, 3), g2 = (5, 3, 5), g3 = (3, 4, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 3v1 + 2v2 + 4v3, e2 = 2v1 + 2v2 + 3v3,
e3 = 5v1 + 2v2 + 3v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 5x3 − 3x2 + 3,

v2 = 4x3 + 4x + 3,

v3 = 3x3 + 4x− 3
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 2x3 + 3x2 +

2x + 5 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




0 −2 4 2 −1 3
1 −2 2 0 −2 −2
2 2 −1 −1 4 4
0 0 −2 −2 1 −2


 .

7. Ïóñòü v1 = (3, 3,−2, 5, 2), v2 = (2,−1, 2, 3, 2),
v3 = (1, 4,−2, 0, 1) è w1 = (−1, 4, 5, 3,−1), w2 =
(−2, 0, 1, 0,−1), w3 = (5, 5, 5,−2,−2). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((5,−1, 4, 2, 1), L1) è M2((3, 0, 4, 4,−1), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (0, 5, 0, 5), v2 =

(−1, 1, 4, 2), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



2 0 −2 4 0
2 −2 4 2 0
−2 −2 3 0 0
4 4 2 2 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 12.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R4[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 3, 4, 3, 5),
v2 = (4, 4, 5, 5, 5),
v3 = (5, 4, 3, 5, 4),
v4 = (3, 5, 4, 4, 4).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (4, 4, 3), e2 = (5, 5, 4), e3 = (3, 3, 5);
g1 = (5, 4, 4), g2 = (3, 5, 5), g3 = (4, 5, 4).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 2v1 + 4v2 + 4v3, e2 = 5v1 + 5v2 + 4v3,
e3 = 4v1 + 5v2 + 3v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 4x3 − 2x2 + 3,

v2 = 3x3 + 2x + 3,

v3 = 2x3 + 3x− 3
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 5x3 + 5x2 +

2x + 3 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




−1 5 3 1 −2 2
0 5 1 −1 5 5
1 1 −2 −2 3 3
−1 −1 5 5 0 5


 .

7. Ïóñòü v1 = (2,−2, 2,−1,−2), v2 =
(1, 2,−2, 5,−2), v3 = (0,−2, 2, 2, 5) è w1 =
(−2,−1, 2, 5, 4), w2 = (5, 3, 5, 3, 3), w3 = (4,−1, 1, 0, 2).
Íàéòè áàçèñ ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ
L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è
L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((4, 2, 1, 4, 5), L1) è M2((2, 2, 0,−1, 4), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (−1,−1, 4,−1),

v2 = (−2, 3, 0, 5), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé



1 −1 5 3 0
1 5 3 1 0
5 5 2 −1 0
3 3 1 1 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 13.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (4, 4, 4, 4, 4),
v2 = (3, 5, 4, 4, 5),
v3 = (5, 3, 4, 4, 4),
v4 = (4, 4, 4, 4, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 4, 5), e2 = (5, 5, 5), e3 = (4, 3, 5);
g1 = (5, 5, 5), g2 = (4, 4, 5), g3 = (3, 5, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 5v1 + 5v2 + 3v3, e2 = 4v1 + 2v2 + 2v3,
e3 = 3v1 + 3v2 + 5v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 3x3 − 2x2 + 5,

v2 = 2x3 + 3x + 3,

v3 = 5x3 + 4x− 2
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 4x3 + 3x2 +

5x + 4 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




2 0 −2 4 5 1
−1 0 4 2 0 0
4 4 5 5 −2 −2
2 2 0 0 −1 0


 .

7. Ïóñòü v1 = (1, 5,−1, 3,−2), v2 = (4,−2, 2, 2, 0),
v3 = (−1,−1, 5, 1, 1) è w1 = (5, 0, 3, 0, 4), w2 =
(0, 1,−2,−1,−2), w3 = (3, 2, 1,−2,−1). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((3, 0, 0, 1, 3), L1) è M2((1, 2,−2,−1,−2), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (2, 4,−1, 5), v2 =

(5, 5, 2, 5), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé



4 2 0 −2 0
4 0 −2 4 0
0 0 1 2 0
−2 −2 4 4 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 14.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R5[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 3, 5, 5, 4),
v2 = (5, 4, 5, 5, 3),
v3 = (4, 5, 5, 5, 4),
v4 = (3, 4, 5, 4, 3).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (5, 3, 3), e2 = (4, 4, 3), e3 = (3, 5, 3);
g1 = (4, 5, 3), g2 = (3, 3, 3), g3 = (5, 4, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 4v1 + 2v2 + 3v3, e2 = 3v1 + 3v2 + 2v3,
e3 = 2v1 + 4v2 + 5v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 2x3 − 3x2 + 5,

v2 = 5x3 + 4x + 4,

v3 = 4x3 + 5x− 2
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 3x3 + 4x2 +

5x + 5 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




5 3 1 −1 0 4
2 3 −1 5 3 3
−1 −1 0 0 1 1
5 5 3 3 2 3


 .

7. Ïóñòü v1 = (4,−2,−1, 3, 1), v2 = (−1,−1, 2, 2, 2),
v3 = (2,−1, 5, 2, 4) è w1 = (0, 1, 3, 0,−1), w2 =
(3, 2,−2,−1, 0), w3 = (−2, 3, 1,−1, 2). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((−2, 1, 0, 1, 5), L1) è M2((4, 3,−2, 0, 0), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (5, 5,−1,−2),

v2 = (0,−2, 2, 5), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé



−1 5 3 1 0
−1 3 1 −1 0
3 3 4 5 0
1 1 −1 −1 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 15.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 3, 3, 4, 5),
v2 = (3, 5, 5, 3, 5),
v3 = (3, 4, 4, 3, 5),
v4 = (3, 5, 3, 3, 3).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 5, 5), e2 = (3, 4, 5), e3 = (3, 5, 4);
g1 = (3, 3, 5), g2 = (3, 4, 4), g3 = (3, 3, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 4v1 + 2v2 + 2v3, e2 = 3v1 + 3v2 + 4v3,
e3 = 2v1 + 4v2 + 2v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 2x3 − 2x2 + 2,

v2 = 5x3 + 3x + 4,

v3 = 4x3 + 4x− 2
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 3x3 + 4x2 +

3x + 4 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




5 3 1 −1 4 0
−2 3 −1 5 3 3
−1 −1 4 4 1 1
5 5 3 3 −2 3


 .

7. Ïóñòü v1 = (0, 0, 0, 1, 4), v2 = (−1, 5, 2, 2, 0),
v3 = (−2, 2, 4, 3, 3) è w1 = (4, 5, 0, 5, 3), w2 =
(3, 2, 2,−2,−2), w3 = (2, 0, 4,−1, 2). Íàéòè áàçèñ ñóì-
ìû L1 +L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((2, 2, 3, 1,−2), L1) è M2((0, 5,−1, 3,−2), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (5, 5, 5,−2), v2 =

(4, 2,−1,−1), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



−1 5 3 1 0
−1 3 1 −1 0
3 3 0 5 0
1 1 −1 −1 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 16.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 3, 4, 4, 5),
v2 = (3, 5, 3, 4, 3),
v3 = (3, 4, 5, 4, 3),
v4 = (3, 5, 4, 4, 4).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 5, 4), e2 = (3, 4, 3), e3 = (3, 5, 5);
g1 = (3, 3, 3), g2 = (3, 4, 5), g3 = (3, 3, 4).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 3v1 + 5v2 + 2v3, e2 = 2v1 + 2v2 + 4v3,
e3 = 5v1 + 3v2 + 2v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 5x3 − 5x2 + 2,

v2 = 4x3 + 2x + 4,

v3 = 3x3 + 3x− 5
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 2x3 + 3x2 +

3x + 2 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




4 2 0 −2 3 −1
5 2 −2 4 2 2
−2 −2 3 3 0 0
4 4 2 2 5 2


 .

7. Ïóñòü v1 = (−1,−2, 4,−1, 5), v2 =
(−2, 4,−2, 0, 1), v3 = (5, 1, 0, 1, 5) è w1 = (3, 4, 4, 4, 4),
w2 = (2, 1,−2, 5,−1), w3 = (1,−1, 0,−2, 3). Íàéòè
áàçèñ ñóììû L1 +L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩L2 ëèíåéíûõ
îáîëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((1, 1,−1,−1, 0), L1) è M2((−1, 4, 3, 1,−1), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (4, 4, 1, 5), v2 =

(3, 1, 3,−2), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



−2 4 2 0 0
−2 2 0 −2 0
2 2 −1 4 0
0 0 −2 −2 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 17.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R5[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (4, 3, 5, 5, 5),
v2 = (5, 5, 3, 5, 4),
v3 = (3, 4, 4, 5, 3),
v4 = (4, 4, 5, 5, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (5, 4, 3), e2 = (3, 3, 5), e3 = (4, 5, 3);
g1 = (3, 3, 5), g2 = (4, 5, 3), g3 = (5, 4, 4).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 2v1 + 3v2 + 5v3, e2 = 5v1 + 4v2 + 2v3,
e3 = 4v1 + 2v2 + 2v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 4x3 − 2x2 + 2,

v2 = 3x3 + 4x + 3,

v3 = 2x3 + 5x− 4
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 5x3 + 2x2 +

5x + 4 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




−1 5 3 1 2 −2
4 5 1 −1 5 5
1 1 2 2 3 3
−1 −1 5 5 4 5


 .

7. Ïóñòü v1 = (−2, 3, 1,−1, 4), v2 = (1, 5, 2, 2, 2),
v3 = (4,−1, 3, 5,−1) è w1 = (2, 2, 5, 3, 3), w2 =
(5, 4,−2,−2, 0), w3 = (0,−2,−1, 1,−2). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((0, 5,−2, 1, 4), L1) è M2((−2, 1, 0,−1,−1), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (−1,−2, 3, 0),

v2 = (2, 0, 4, 3), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé



1 −1 5 3 0
1 5 3 1 0
5 5 −2 −1 0
3 3 1 1 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 18.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (5, 4, 3, 3, 3),
v2 = (3, 3, 4, 3, 5),
v3 = (4, 5, 5, 3, 5),
v4 = (5, 4, 3, 3, 4).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 4, 5), e2 = (4, 4, 3), e3 = (5, 3, 4);
g1 = (4, 4, 3), g2 = (5, 3, 4), g3 = (3, 5, 5).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 5v1 + 4v2 + 4v3, e2 = 4v1 + 2v2 + 5v3,
e3 = 3v1 + 3v2 + 2v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 3x3 − 3x2 + 2,

v2 = 2x3 + 5x + 3,

v3 = 5x3 + 3x− 4
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 4x3 + 3x2 +

5x + 5 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




2 0 −2 4 5 1
−1 0 4 2 0 0
4 4 5 5 −2 −2
2 2 0 0 −1 0


 .

7. Ïóñòü v1 = (1, 0, 1, 4, 3), v2 = (4, 2, 2,−1, 1),
v3 = (−1, 4, 2, 2,−1) è w1 = (5,−1, 4, 0, 2), w2 =
(0, 1, 5, 3, 0), w3 = (3, 3,−2, 5,−2). Íàéòè áàçèñ ñóì-
ìû L1 +L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((3, 2,−2, 5, 3), L1) è M2((1,−2, 0, 3,−1), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (2, 3, 3, 4), v2 =

(5, 5, 4,−1), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



4 2 0 −2 0
4 0 −2 4 0
0 0 1 2 0
−2 −2 4 4 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 19.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R5[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 3, 5, 4, 4),
v2 = (5, 3, 5, 4, 5),
v3 = (4, 3, 5, 4, 3),
v4 = (3, 5, 5, 4, 4).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (5, 5, 5), e2 = (4, 5, 5), e3 = (3, 5, 5);
g1 = (4, 4, 5), g2 = (3, 3, 5), g3 = (5, 3, 5).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 4v1 + 4v2 + 3v3, e2 = 3v1 + 3v2 + 2v3,
e3 = 2v1 + 5v2 + 2v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 2x3 − 3x2 + 2,

v2 = 5x3 + 5x + 2,

v3 = 4x3 + 3x− 2
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 3x3 + 5x2 +

2x + 5 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




1 −1 5 3 0 4
2 −1 3 1 −1 −1
3 3 0 0 5 5
1 1 −1 −1 2 −1


 .

7. Ïóñòü v1 = (4,−1, 1,−2, 5), v2 = (3, 5, 1, 3, 5),
v3 = (2, 4, 1, 0, 5) è w1 = (0, 0, 1, 1, 5), w2 =
(−1,−1, 1,−2, 5), w3 = (−2, 5, 1, 3, 4). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((−2, 0, 0, 1, 3), L1) è M2((4, 5, 0, 3, 3), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (1, 0, 0, 1), v2 =

(0,−1, 0,−2), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



3 1 −1 5 0
3 −1 5 3 0
−1 −1 4 1 0
5 5 3 3 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 20.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R4[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (5, 5, 3, 4, 3),
v2 = (4, 5, 3, 4, 4),
v3 = (3, 4, 3, 4, 5),
v4 = (5, 4, 3, 4, 3).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (4, 4, 3), e2 = (3, 4, 3), e3 = (5, 3, 3);
g1 = (3, 3, 4), g2 = (5, 5, 4), g3 = (4, 5, 4).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 3v1 + 4v2 + 2v3, e2 = 2v1 + 2v2 + 2v3,
e3 = 5v1 + 4v2 + 2v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 5x3 − 2x2 + 2,

v2 = 4x3 + 4x + 2,

v3 = 3x3 + 3x− 2
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 2x3 + 4x2 +

2x + 4 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




0 −2 4 2 −1 3
1 −2 2 0 −2 −2
2 2 −1 −1 4 4
0 0 −2 −2 1 −2


 .

7. Ïóñòü v1 = (3, 2, 4, 1, 3), v2 = (2, 1, 4, 5, 3),
v3 = (1,−1, 4, 2, 3) è w1 = (−1, 4, 4, 4, 3), w2 =
(−2, 2, 4, 1, 3), w3 = (5, 0, 4, 5, 2). Íàéòè áàçèñ ñóììû
L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((5, 4, 4, 4, 1), L1) è M2((3, 0, 4,−2, 1), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (0, 4, 4, 4), v2 =

(−1, 2, 4, 1), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



2 0 −2 4 0
2 −2 4 2 0
−2 −2 3 0 0
4 4 2 2 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 21.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 4, 5, 4, 5),
v2 = (3, 4, 4, 5, 5),
v3 = (3, 4, 3, 5, 5),
v4 = (3, 4, 5, 5, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 5, 4), e2 = (3, 5, 3), e3 = (3, 5, 5);
g1 = (3, 5, 3), g2 = (3, 5, 5), g3 = (3, 5, 4).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 2v1 + 3v2 + 4v3, e2 = 5v1 + 2v2 + 3v3,
e3 = 4v1 + 4v2 + 2v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 4x3 − 4x2 + 2,

v2 = 3x3 + 3x + 5,

v3 = 2x3 + 2x− 4
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 5x3 + 4x2 +

3x + 2 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




3 1 −1 5 −2 2
0 1 5 3 1 1
5 5 −2 −2 −1 −1
3 3 1 1 0 1


 .

7. Ïóñòü v1 = (2, 4, 0, 5, 1), v2 = (5,−2,−1, 4, 3),
v3 = (0, 1,−2, 3, 4) è w1 = (−2,−1, 4, 0, 0), w2 =
(1, 2, 3,−1, 2), w3 = (4, 5, 2, 5, 4). Íàéòè áàçèñ ñóììû
L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((4, 4, 2, 2, 4), L1) è M2((2, 2, 0, 0, 0), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (3, 3, 5, 4), v2 =

(−2,−2, 4, 2), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



5 3 1 −1 0
5 1 −1 5 0
1 1 2 3 0
−1 −1 5 5 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 22.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 3, 4, 5, 5),
v2 = (3, 3, 3, 5, 5),
v3 = (3, 3, 5, 5, 5),
v4 = (3, 4, 4, 3, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 4, 3), e2 = (3, 4, 5), e3 = (3, 4, 4);
g1 = (3, 4, 5), g2 = (3, 5, 4), g3 = (3, 5, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 5v1 + 4v2 + 3v3, e2 = 4v1 + 3v2 + 2v3,
e3 = 3v1 + 2v2 + 5v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 3x3 − 2x2 + 5,

v2 = 2x3 + 5x + 4,

v3 = 5x3 + 3x− 3
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 4x3 + 2x2 +

2x + 3 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




−2 4 2 0 1 5
3 4 0 −2 4 4
0 0 1 1 2 2
−2 −2 4 4 3 4


 .

7. Ïóñòü v1 = (5, 5, 0,−2, 5), v2 = (0, 0,−1, 5,−1),
v3 = (3, 3,−2, 3, 1) è w1 = (1, 1, 4, 1, 5), w2 =
(4, 4, 3,−1,−1), w3 = (−1,−1, 2,−2, 1). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((−1,−2, 2, 3, 1), L1) è M2((5, 4, 0, 0, 5), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (−2, 4, 5, 4), v2 =

(1,−1, 4, 3), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



0 −2 4 2 0
0 4 2 0 0
4 4 5 −2 0
2 2 0 0 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 23.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R4[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 5, 3, 5, 3),
v2 = (4, 5, 4, 5, 5),
v3 = (5, 3, 5, 3, 4),
v4 = (3, 3, 3, 3, 3).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (4, 4, 4), e2 = (5, 5, 5), e3 = (3, 5, 3);
g1 = (5, 3, 5), g2 = (3, 4, 3), g3 = (4, 4, 4).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 5v1 + 2v2 + 5v3, e2 = 4v1 + 5v2 + 3v3,
e3 = 3v1 + 5v2 + 5v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 3x3 − 2x2 + 5,

v2 = 2x3 + 2x + 3,

v3 = 5x3 + 5x− 5
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 4x3 + 4x2 +

3x + 4 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




−2 4 2 0 5 1
−1 4 0 −2 4 4
0 0 5 5 2 2
−2 −2 4 4 −1 4


 .

7. Ïóñòü v1 = (1, 1,−1, 5,−2), v2 = (0, 0, 5,−2, 2),
v3 = (−1, 0, 3,−2,−2) è w1 = (5,−1,−1,−1,−2),
w2 = (4,−2, 5, 0, 2), w3 = (3,−2, 3, 0,−2). Íàéòè áà-
çèñ ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ
îáîëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((3, 1, 3, 4,−1), L1) è M2((1, 0,−1, 5,−1), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (−2,−2, 1,−2),

v2 = (5,−2,−1,−1), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé



0 −2 4 2 0
0 4 2 0 0
4 4 1 −2 0
2 2 0 0 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 24.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R5[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (4, 5, 5, 5, 3),
v2 = (5, 5, 3, 5, 5),
v3 = (3, 3, 4, 3, 4),
v4 = (4, 4, 5, 3, 3).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (5, 4, 5), e2 = (3, 5, 3), e3 = (4, 3, 4);
g1 = (3, 4, 3), g2 = (4, 4, 4), g3 = (5, 5, 5).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 4v1 + 5v2 + 4v3, e2 = 3v1 + 5v2 + 2v3,
e3 = 2v1 + 4v2 + 4v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 2x3 − 2x2 + 4,

v2 = 5x3 + 5x + 2,

v3 = 4x3 + 5x− 4
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 3x3 + 4x2 +

3x + 2 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




5 3 1 −1 4 0
−2 3 −1 5 3 3
−1 −1 4 4 1 1
5 5 3 3 −2 3


 .

7. Ïóñòü v1 = (0, 1, 2, 4, 0), v2 = (−1, 0, 0, 4, 5),
v3 = (−2,−1,−2, 5, 1) è w1 = (4,−2, 2,−2, 1), w2 =
(3,−2, 0,−2, 5), w3 = (2, 5,−2,−1, 1). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((2, 1,−1, 3, 2), L1) è M2((0, 0, 3, 4, 2), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (5,−2, 5, 5), v2 =

(4, 5, 3, 5), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé



−1 5 3 1 0
−1 3 1 −1 0
3 3 0 5 0
1 1 −1 −1 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 25.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R4[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (5, 3, 4, 5, 3),
v2 = (4, 4, 4, 5, 4),
v3 = (3, 5, 4, 3, 5),
v4 = (5, 3, 4, 4, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (4, 4, 4), e2 = (3, 5, 4), e3 = (5, 3, 4);
g1 = (3, 5, 4), g2 = (5, 3, 4), g3 = (4, 4, 4).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 3v1 + 2v2 + 5v3, e2 = 2v1 + 5v2 + 2v3,
e3 = 5v1 + 5v2 + 3v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 5x3 − 5x2 + 3,

v2 = 4x3 + 5x + 4,

v3 = 3x3 + 5x− 5
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 2x3 + 5x2 +

3x + 5 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




0 −2 4 2 3 −1
5 −2 2 0 −2 −2
2 2 3 3 4 4
0 0 −2 −2 5 −2


 .

7. Ïóñòü v1 = (−1,−1, 5, 5, 4), v2 = (2, 3, 2, 0, 2),
v3 = (5,−1,−1, 2, 1) è w1 = (3,−1, 1,−1, 5), w2 =
(−2, 3,−2, 1, 3), w3 = (1,−1, 3, 3, 2). Íàéòè áàçèñ ñóì-
ìû L1 +L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((1,−1, 4,−2, 4), L1) è M2((−1,−1,−2, 2, 0), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (0, 2, 5, 1), v2 =

(3,−2, 2, 4), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



2 0 −2 4 0
2 −2 4 2 0
−2 −2 −1 0 0
4 4 2 2 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 26.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (4, 4, 3, 5, 4),
v2 = (3, 5, 3, 5, 5),
v3 = (5, 3, 3, 3, 5),
v4 = (4, 4, 3, 4, 3).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 5, 3), e2 = (5, 3, 3), e3 = (4, 4, 3);
g1 = (5, 3, 3), g2 = (4, 4, 3), g3 = (3, 5, 5).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 2v1 + 3v2 + 4v3, e2 = 5v1 + 3v2 + 5v3,
e3 = 4v1 + 3v2 + 2v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 4x3 − 3x2 + 3,

v2 = 3x3 + 3x + 4,

v3 = 2x3 + 3x− 5
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 5x3 + 3x2 +

2x + 2 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




3 1 −1 5 −2 2
0 1 5 3 1 1
5 5 −2 −2 −1 −1
3 3 1 1 0 1


 .

7. Ïóñòü v1 = (2, 5, 4, 2,−2), v2 = (5, 1, 1, 5, 4),
v3 = (0, 5,−1,−1, 2) è w1 = (−2, 5, 1, 4,−1), w2 =
(1, 1,−2,−2, 5), w3 = (4, 5, 3, 0, 3). Íàéòè áàçèñ ñóì-
ìû L1 +L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((4, 4, 3, 3, 5), L1) è M2((2, 4, 5,−1, 1), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (3, 0, 4,−2), v2 =

(−2, 4, 1, 0), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



5 3 1 −1 0
5 1 −1 5 0
1 1 2 3 0
−1 −1 5 5 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 27.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R5[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (5, 4, 3, 4, 5),
v2 = (5, 5, 5, 5, 5),
v3 = (5, 4, 4, 3, 5),
v4 = (5, 5, 3, 4, 4).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (5, 4, 5), e2 = (5, 5, 4), e3 = (5, 4, 3);
g1 = (5, 4, 3), g2 = (5, 5, 5), g3 = (5, 4, 4).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 5v1 + 2v2 + 5v3, e2 = 4v1 + 3v2 + 5v3,
e3 = 3v1 + 3v2 + 5v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 3x3 − 5x2 + 5,

v2 = 2x3 + 5x + 5,

v3 = 5x3 + 2x− 5
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 4x3 + 2x2 +

2x + 4 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




2 0 −2 4 1 5
3 0 4 2 0 0
4 4 1 1 −2 −2
2 2 0 0 3 0


 .

7. Ïóñòü v1 = (5,−2, 3,−2, 5), v2 = (4,−2,−1, 2, 5),
v3 = (3,−1, 3,−2, 5) è w1 = (1, 0, 3,−1,−2), w2 =
(0, 0,−1, 3,−1), w3 = (−1, 1, 3,−1,−1). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((−1, 5, 4, 0, 2), L1) è M2((5,−2, 4, 0, 3), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (2,−1, 0, 5), v2 =

(1, 0, 4, 1), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé



4 2 0 −2 0
4 0 −2 4 0
0 0 5 2 0
−2 −2 4 4 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 28.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R5[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (5, 3, 5, 4, 4),
v2 = (5, 4, 4, 5, 3),
v3 = (5, 3, 3, 3, 3),
v4 = (5, 4, 5, 4, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (5, 3, 4), e2 = (5, 4, 3), e3 = (5, 3, 4);
g1 = (5, 3, 5), g2 = (5, 4, 4), g3 = (5, 3, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 4v1 + 2v2 + 4v3, e2 = 3v1 + 2v2 + 4v3,
e3 = 2v1 + 3v2 + 4v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 2x3 − 5x2 + 4,

v2 = 5x3 + 5x + 4,

v3 = 4x3 + 2x− 4
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 3x3 + 2x2 +

5x + 3 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




1 −1 5 3 0 4
2 −1 3 1 −1 −1
3 3 0 0 5 5
1 1 −1 −1 3 0


 .

7. Ïóñòü v1 = (5, 2,−2, 1, 5), v2 = (4, 2, 2, 5, 5),
v3 = (3, 3,−2, 1, 5) è w1 = (1, 4,−2, 2,−2), w2 =
(0, 4, 2,−2,−2), w3 = (−1, 5,−2, 2,−1). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((−1, 1,−1, 3, 2), L1) è M2((5, 2,−1, 3, 2), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (2, 3, 3, 0), v2 =

(1, 4,−1, 4), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



4 2 0 −2 0
4 0 −2 4 0
0 0 5 2 0
−2 −2 4 4 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 29.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (5, 3, 3, 3, 4),
v2 = (3, 5, 4, 4, 5),
v3 = (4, 4, 5, 5, 4),
v4 = (5, 5, 3, 3, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 4, 3), e2 = (4, 3, 4), e3 = (5, 5, 5);
g1 = (4, 3, 4), g2 = (5, 5, 4), g3 = (3, 4, 5).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 4v1 + 3v2 + 4v3, e2 = 3v1 + 4v2 + 3v3,
e3 = 2v1 + 5v2 + 2v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 2x3 − 5x2 + 3,

v2 = 5x3 + 2x + 2,

v3 = 4x3 + 3x− 5
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 3x3 + 5x2 +

5x + 3 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




5 3 1 −1 0 4
2 3 −1 5 3 3
−1 −1 0 0 1 1
5 5 3 3 2 3


 .

7. Ïóñòü v1 = (4, 5, 0,−1,−1), v2 = (−1, 2, 3, 5, 2),
v3 = (2,−1,−2, 3, 4) è w1 = (0, 1, 5,−1, 1), w2 =
(3,−2, 0, 5, 4), w3 = (−2, 3, 3, 3,−2). Íàéòè áàçèñ ñóì-
ìû L1 +L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((−2, 4, 3, 3, 2), L1) è M2((4,−2, 2,−1,−1), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (5, 5, 3, 1), v2 =

(0, 2,−2,−1), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



−1 5 3 1 0
−1 3 1 −1 0
3 3 4 5 0
1 1 −1 −1 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 30.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R4[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 5, 5, 3, 3),
v2 = (4, 4, 3, 4, 4),
v3 = (5, 3, 4, 5, 3),
v4 = (3, 5, 5, 3, 4).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (4, 4, 5), e2 = (5, 3, 3), e3 = (3, 5, 4);
g1 = (5, 3, 3), g2 = (3, 5, 4), g3 = (4, 4, 4).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 3v1 + 5v2 + 3v3, e2 = 2v1 + 2v2 + 2v3,
e3 = 5v1 + 3v2 + 5v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 5x3 − 4x2 + 2,

v2 = 4x3 + 5x + 5,

v3 = 3x3 + 2x− 4
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 2x3 + 3x2 +

4x + 4 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




0 −2 4 2 3 −1
5 −2 2 0 −2 −2
2 2 3 3 4 4
0 0 −2 −2 5 −2


 .

7. Ïóñòü v1 = (−1,−1,−1, 0, 5), v2 = (2, 4, 2,−2, 0),
v3 = (5, 2, 5, 4, 2) è w1 = (3, 4, 3, 0,−1), w2 =
(−2, 1,−1,−2, 2), w3 = (1,−2, 2, 4, 4). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((1,−2, 2, 4, 0), L1) è M2((−1, 0, 1, 0, 5), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (0,−1, 2, 2), v2 =

(3, 4, 5, 0), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé



2 0 −2 4 0
2 −2 4 2 0
−2 −2 −1 0 0
4 4 2 2 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 31.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (4, 5, 3, 5, 5),
v2 = (3, 4, 3, 3, 5),
v3 = (5, 3, 3, 4, 5),
v4 = (4, 3, 3, 5, 3).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 5, 5), e2 = (5, 4, 5), e3 = (4, 4, 5);
g1 = (5, 3, 4), g2 = (4, 5, 4), g3 = (3, 5, 4).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 2v1 + 5v2 + 3v3, e2 = 5v1 + 3v2 + 5v3,
e3 = 4v1 + 4v2 + 3v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 4x3 − 2x2 + 3,

v2 = 3x3 + 4x + 2,

v3 = 2x3 + 5x− 4
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 5x3 + 3x2 +

3x + 2 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




−1 5 3 1 −2 2
0 5 1 −1 5 5
1 1 −2 −2 3 3
−1 −1 5 5 0 5


 .

7. Ïóñòü v1 = (2, 5, 5, 1, 3), v2 = (1,−1,−1, 0, 0),
v3 = (0, 1, 1, 0, 4) è w1 = (−2, 4, 5, 0,−2), w2 =
(5, 5,−1, 0, 2), w3 = (4,−1, 2,−1,−1). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((4, 3, 2,−2, 4), L1) è M2((2,−2,−1,−2, 5), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (−1, 3, 5, 5), v2 =

(−2, 4,−1, 5), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



1 −1 5 3 0
1 5 3 1 0
5 5 2 −1 0
3 3 1 1 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 32.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R5[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 5, 5, 5, 4),
v2 = (5, 5, 5, 3, 4),
v3 = (4, 4, 5, 4, 5),
v4 = (3, 4, 5, 5, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (5, 3, 4), e2 = (4, 5, 4), e3 = (3, 5, 4);
g1 = (4, 3, 3), g2 = (3, 3, 3), g3 = (5, 5, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 5v1 + 5v2 + 2v3, e2 = 4v1 + 3v2 + 4v3,
e3 = 3v1 + 5v2 + 2v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 3x3 − 3x2 + 2,

v2 = 2x3 + 4x + 4,

v3 = 5x3 + 2x− 3
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 4x3 + 4x2 +

2x + 5 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




−2 4 2 0 5 1
−1 4 0 −2 4 4
0 0 5 5 2 2
−2 −2 4 4 −1 4


 .

7. Ïóñòü v1 = (1,−2, 0, 0, 0), v2 = (0,−1, 2, 0, 4),
v3 = (−1, 1, 4,−1, 1) è w1 = (5, 4, 0,−1, 2), w2 =
(4,−2, 2,−1,−1), w3 = (3,−1, 4,−1, 4). Íàéòè áàçèñ
ñóììû L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáî-
ëî÷åê L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((3, 4, 5, 5, 1), L1) è M2((1,−1, 1, 5, 2), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (−2, 3, 0, 4), v2 =

(5, 5, 2, 4), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé



0 −2 4 2 0
0 4 2 0 0
4 4 1 −2 0
2 2 0 0 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 33.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 4, 3, 3, 4),
v2 = (3, 4, 5, 4, 4),
v3 = (3, 4, 4, 3, 3),
v4 = (3, 4, 3, 4, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 3, 4), e2 = (3, 3, 3), e3 = (3, 3, 5);
g1 = (3, 3, 3), g2 = (3, 3, 4), g3 = (3, 3, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 5v1 + 4v2 + 5v3, e2 = 4v1 + 2v2 + 2v3,
e3 = 3v1 + 4v2 + 3v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 3x3 − 4x2 + 4,

v2 = 2x3 + 2x + 5,

v3 = 5x3 + 4x− 2
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 4x3 + 3x2 +

4x + 2 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




2 0 −2 4 5 1
−1 0 4 2 0 0
4 4 5 5 −2 −2
2 2 0 0 −1 0


 .

7. Ïóñòü v1 = (1,−2, 1, 3, 1), v2 = (4, 4, 2, 4, 0),
v3 = (−1, 3, 3,−2,−2) è w1 = (5,−1,−2, 1, 4), w2 =
(0, 5,−1, 3, 3), w3 = (3, 3, 0, 4, 1). Íàéòè áàçèñ ñóììû
L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((3, 3, 1, 2, 0), L1) è M2((1, 0, 3, 5, 5), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (2, 2,−1, 2), v2 =

(5, 0, 0, 3), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé



4 2 0 −2 0
4 0 −2 4 0
0 0 1 2 0
−2 −2 4 4 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 34.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (3, 5, 3, 3, 4),
v2 = (3, 5, 5, 4, 4),
v3 = (3, 5, 3, 5, 3),
v4 = (3, 5, 5, 4, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 4, 3), e2 = (3, 4, 5), e3 = (3, 4, 4);
g1 = (3, 4, 5), g2 = (3, 4, 4), g3 = (3, 4, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 4v1 + 2v2 + 4v3, e2 = 3v1 + 4v2 + 5v3,
e3 = 2v1 + 2v2 + 2v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 2x3 − 3x2 + 2,

v2 = 5x3 + 5x + 4,

v3 = 4x3 + 3x− 5
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 3x3 + 5x2 +

3x + 3 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




5 3 1 −1 0 4
2 3 −1 5 3 3
−1 −1 0 0 1 1
5 5 3 3 2 3


 .

7. Ïóñòü v1 = (4, 5, 0, 0, 4), v2 = (−1, 3, 1, 2, 3),
v3 = (2, 1, 2, 3, 2) è w1 = (0, 5, 4,−2,−1), w2 =
(3, 3, 5, 0,−2), w3 = (−2, 1,−2, 2, 5). Íàéòè áàçèñ ñóì-
ìû L1 +L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((−2, 2, 0,−1, 3), L1) è M2((4,−2, 2, 2, 0), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (5, 0, 5,−1), v2 =

(0,−2,−2, 1), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



−1 5 3 1 0
−1 3 1 −1 0
3 3 4 5 0
1 1 −1 −1 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 35.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R5[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (4, 3, 5, 4, 4),
v2 = (5, 4, 5, 5, 5),
v3 = (3, 4, 3, 4, 3),
v4 = (4, 5, 4, 5, 4).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (5, 4, 4), e2 = (3, 5, 5), e3 = (4, 5, 3);
g1 = (3, 3, 4), g2 = (4, 3, 5), g3 = (5, 4, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 3v1 + 3v2 + 3v3, e2 = 2v1 + 2v2 + 3v3,
e3 = 5v1 + 4v2 + 3v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 5x3 − 3x2 + 4,

v2 = 4x3 + 5x + 4,

v3 = 3x3 + 4x− 4
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 2x3 + 3x2 +

5x + 2 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




4 2 0 −2 3 −1
5 2 −2 4 2 2
−2 −2 3 3 0 0
4 4 2 2 5 2


 .

7. Ïóñòü v1 = (−1, 0, 5, 5, 0), v2 = (−2, 3, 5, 0, 1),
v3 = (5, 5, 5, 4, 2) è w1 = (3, 2, 5, 3, 4), w2 =
(2, 5, 5,−2, 5), w3 = (1, 0,−2, 2,−2). Íàéòè áàçèñ ñóì-
ìû L1 +L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((1, 4,−1,−2, 5), L1) è M2((−1, 2,−1, 5,−1), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (4, 1, 0,−1), v2 =

(3, 4, 0, 3), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé



−2 4 2 0 0
−2 2 0 −2 0
2 2 −1 4 0
0 0 −2 −2 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 36.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (5, 3, 4, 3, 4),
v2 = (3, 3, 5, 5, 5),
v3 = (4, 3, 3, 3, 3),
v4 = (5, 4, 4, 5, 4).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 4, 3), e2 = (4, 4, 4), e3 = (5, 4, 5);
g1 = (4, 5, 4), g2 = (5, 3, 5), g3 = (3, 3, 5).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 2v1 + 4v2 + 5v3, e2 = 5v1 + 2v2 + 5v3,
e3 = 4v1 + 5v2 + 5v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 4x3 − 3x2 + 2,

v2 = 3x3 + 2x + 2,

v3 = 2x3 + 4x− 2
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 5x3 + 4x2 +

4x + 5 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




3 1 −1 5 2 −2
4 1 5 3 1 1
5 5 2 2 −1 −1
3 3 1 1 4 1


 .

7. Ïóñòü v1 = (−2, 5,−1, 0, 2), v2 = (5,−1,−1, 4, 3),
v3 = (4, 2,−1,−1, 4) è w1 = (2,−1, 0,−2,−2), w2 =
(1, 2, 0, 2,−2), w3 = (0, 4, 0, 5,−1). Íàéòè áàçèñ ñóììû
L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((0, 1, 1, 1,−2), L1) è M2((−2,−2, 2, 0, 0), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (3,−2, 2, 3), v2 =

(2, 1, 2,−2), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



5 3 1 −1 0
5 1 −1 5 0
1 1 −2 3 0
−1 −1 5 5 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?



Âàðèàíò 37.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R4[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (5, 3, 3, 4, 5),
v2 = (4, 4, 3, 3, 5),
v3 = (3, 5, 3, 5, 5),
v4 = (5, 3, 3, 3, 5).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (4, 3, 4), e2 = (3, 4, 4), e3 = (5, 5, 4);
g1 = (3, 3, 4), g2 = (5, 4, 3), g3 = (4, 5, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 2v1 + 3v2 + 4v3, e2 = 5v1 + 2v2 + 3v3,
e3 = 4v1 + 5v2 + 2v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 4x3 − 2x2 + 3,

v2 = 3x3 + 5x + 2,

v3 = 2x3 + 4x− 5
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 5x3 + 4x2 +

2x + 2 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




−1 5 3 1 2 −2
4 5 1 −1 5 5
1 1 2 2 3 3
−1 −1 5 5 4 5


 .

7. Ïóñòü v1 = (−2, 2, 0, 0, 2), v2 = (1, 1,−1, 5, 5),
v3 = (4, 0,−2, 2, 0) è w1 = (2,−1, 4, 5,−2), w2 =
(5,−2, 4, 2, 1), w3 = (0, 5, 3, 0, 4). Íàéòè áàçèñ ñóììû
L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((0,−2, 4, 2, 4), L1) è M2((−2, 4, 3, 5, 2), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (−1, 2, 0, 5), v2 =

(2, 1,−1, 2), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé



1 −1 5 3 0
1 5 3 1 0
5 5 −2 −1 0
3 3 1 1 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?

Âàðèàíò 38.
Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîñòðîéòå èçìîðôèçì ìåæäó â.ï. R3[x] è Rk.
2. Â R5 äàíû ÷åòûðå âåêòîðà

v1 = (4, 3, 3, 4, 3),
v2 = (3, 4, 3, 5, 3),
v3 = (5, 5, 5, 4, 3),
v4 = (4, 3, 5, 3, 3).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû v1, v2, v3, v4.
3. Â R3 äàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

e1 = (3, 3, 4), e2 = (5, 4, 4), e3 = (4, 5, 4);
g1 = (5, 4, 3), g2 = (4, 4, 3), g3 = (3, 5, 3).
à) Ïðîâåðèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ

áàçèñàìè R3.
á) Åñëè íåò, òî èçìåíåíèÿìè ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò

âåêòîðà äîáåéòåñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
â) Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê

áàçèñó g1, g2, g3.
4. Ïóñòü v1, v2, v3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-

ìà âåêòîðîâ. Áóäåò ëè íåçàâèñèìîé ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ e1 = 5v1 + 2v2 + 2v3, e2 = 4v1 + 5v2 + 5v3,
e3 = 3v1 + 4v2 + 4v3?
5. à) Ñîñòàâëÿþò ëè âåêòîðû

v1 = 3x3 − 5x2 + 5,

v2 = 2x3 + 4x + 4,

v3 = 5x3 + 3x− 4
áàçèñ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R3[x]?
á) Åñëè âåêòîðû v1, v2, v3 íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî

ïîìåíÿéòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ýòè âåê-
òîðû áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
â) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà v = 4x3 + 3x2 +

4x + 4 â áàçèñå 〈v1, v2, v3〉, åñëè v ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó 〈v1, v2, v3〉.
6. Íàéäèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íà-

ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé




2 0 −2 4 5 1
−1 0 4 2 0 0
4 4 5 5 −2 −2
2 2 0 0 −1 0


 .

7. Ïóñòü v1 = (1, 5,−2, 1, 2), v2 = (4, 4, 5,−1, 5),
v3 = (−1, 3, 4, 4, 0) è w1 = (5, 2, 3,−1,−2), w2 =
(0, 1, 2, 4, 1), w3 = (3, 0, 1, 1, 4). Íàéòè áàçèñ ñóììû
L1 + L2 è ïåðåñå÷åíèÿ L1 ∩ L2 ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
L1 = 〈v1, v2, v3〉 è L2 = 〈w1,w2,w3〉.
8. Ïðèìåì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàé-

äèòå âåêòîð ñäâèãà, ðàçìåðíîñòü è áàçó íàïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ÿâëÿþùåãî ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé
M1((3, 1, 3, 4, 4), L1) è M2((1,−1, 1,−2, 2), L2).
9. Ïóñòü L1 = 〈v1, v2〉, ãäå v1 = (2, 5,−2,−2),

v2 = (5, 4,−2, 4), è L2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé



4 2 0 −2 0
4 0 −2 4 0
0 0 1 2 0
−2 −2 4 4 0


 .

ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà L1 + L2 � ïðÿìîé? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âåðíî, ëè ÷òî L1 + L2 = L1 ⊕ L2?


