
Ýêçàìåíàöèîííûå âîïðîñû ïî êóðñó Àëãåáðû

Ãëàâíîå íà ýêçàìåíå � óìåíèå ðåøàòü çàäà÷è è
äîêàçûâàòü òåîðåìû.
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1 Ïîäñòàíîâêè. ×åòíîñòü ïîäñòàíîâêè. Îïðåäåëèòåëè ìàòðèö n × n. Îïðåäåëèòåëè
ìàòðèöû 2× 2 è 3× 3.

Òåîðåìà 1 Âåðíû ðàâåíñòâà äëÿ ëþáûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö 2× 2 è 3× 3.

det

(
a11 a12

a21 a22

)
= a11a22 − a12a21; det




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 = a11a22a33 + . . .

C Âûâåñòè èç îáùåãî îïðåäåëåíèÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïåðå÷èñ-
ëèòü âñå ïîäñòàíîâêè ñ äâóìÿ ýëåìåíòàìè, âî âòîðîì ñëó÷àå � ñ òðåìÿ ýëåìåíòà-
ìè B

2 Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñ. ë. ó. ñ íåâûðîæäåííîé ìàò-
ðèöåé.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Åñëè det A 6= 0, òî ðåøåíèå ñ.ë.ó.
Ax = b, ãäå x è b � ìàòðèöû-ñòîëáöû, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

C Ïîêàçàòü, ÷òî ó íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû ðàíã ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì. Èñïîëü-
çóÿ ìåòîä Ãàóññà, ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ B

3 Òåîðåìà î ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé î. ñ. ë. ó.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé î.ñ.ë.ó. Ax = 0, ãäå x è b � ìàòðèöû ñòîëáû, îáðàçóåò âåêòîðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Rn, ãäå n � êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ.

C Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè x è y � ðåøåíèÿ î.ñ.ë.ó., òî x + y è λx � òàêæå ðåøåíèÿ
äàííîé î.ñ.ë.ó. B

4 Òåîðåìà î ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ñ.ë.ó.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà è x0 � ïðîèçâîëü-
íîå ÷àñòíîå ðåøåíèå Ax0 = b. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñ.ë.ó. Ax = b, ãäå x è b �
ìàòðèöû ñòîëáû, ðàâíî ìíîæåñòâó {x0 + y | y � ðåøåíèå î. ñ. ë. ó. Ax = 0}.

C Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè x ðåøåíèå ñ.ë.ó., òî x = x0 + y äëÿ íåêîòîðîãî y ðåøåíèÿ
î.ñ.ë.ó. è, îáðàòíî, åñëè y ðåøåíèå î. ñ.ë.ó., òî x0 + y ðåøåíèå ñ.ë.ó. B

5 Òåîðåìà î ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñ. ë. ó.

Òåîðåìà 5 Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñ.ë.ó. Ax = b, ðàâíà ðàçíîñòè
n− rang A, ãäå n � êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ ñ.ë.ó.

C Ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Äàëåå ¾ïîñòðîèòü¿ îáùåå ðåøåíèå. B
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6 Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñ.ë.ó. Òåîðåìà îá îïðåäåëèòå òðàíñ-
ïîíèðîâàííîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 6 Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A âåðíî ðàâåíñòâî det A = det AT .

7 Òåîðåìà îá îïðåäåëèòå ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö. Ñëåäñòâèå î îïðåäåëè-
òåëå îáðàòíîé ìàòðèöû. Ñëåäñòâèå î íå ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé ìàòðèöû äëÿ âû-
ðîæäåííûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 7 Äëÿ ëþáûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A è B âåðíî ðàâåíñòâî det AB =
det A det B. ∇ á.ä. 4

Ñëåäñòâèå 1 Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A âåðíî ðàâåíñòâî det A−1 =
1

det A
.

Ñëåäñòâèå 2 Âûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íå ìîæåò èìåòü îáðàòíóþ.

C Äîêàçàòü îò îáðàòíîãî. B
8 Ëåììà î äèñòðóáóòèâíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Ëåììà î íå êîììóòàòèâíîñòè

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

Ëåììà 1 Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö íåêîììóòàòèâíî, ò.å. ñóùåñòâóþò A è B òà-
êèå, ÷òî AB 6= BA.

C Ïðèâåñòè ïðèìåð B
9 Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AX =

B. Ñëåäñòâèå î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé ìàòðèöû äëÿ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 8 Ïóñòü A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðà n× n. Åñëè det A 6= 0,
òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà X ðàçìåðà n× n òàêàÿ, ÷òî
AX = B.

C Ïðåäñòàâèòü â âèäå n ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé B

Ñëåäñòâèå 3 Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n. Åñëè det A 6= 0, òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1.

C Ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé ëåììû B
10 Ìåòîäû íàõîæäåíèÿ îáðàòíûõ ìàòðèö: ôîðìóëà íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû

2 × 2, íàõîæäåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû A ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê
ìàòðèöû (E|A).

Ëåììà 2 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî(
a b
c d

)−1

=

(
d

ad−bc
−b

ad−bc−c
ad−bc

a
ad−bc

)

C Ïðîâåðèòü óìíîæåíèåì B
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Ëåììà 3 Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñ.ë.ó. (èñïîëüçóåìûìè â ìåòîäå Ãàóñ-
ñà) ìîæíî âñåãäà ïðèâåñòè ïåðâóþ ìàòðèöó êî âòîðîé. Ïðè ýòîì íåçàâèñèìî îò
ðåøåíèÿ B = A−1.

(E|A) ∼ . . . ∼ (B|E)

C Ñëåäóåò èç ëåììû 8 B
11 Âåêòîðíûå (ëèíåéíûå) ïðîñòðàíñòâà. Àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû

âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Êðèòåðèé òîãî, ÷òî ïîäìíî-
æåñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Ëåììà 4 Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîäìíîæåñòâî W ⊂ V ÿâëÿåò-
ñÿ âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû äâà
óñëîâèÿ:
1) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v, u ∈ W âåðíî v + u ∈ W ;

2) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ W è λ ∈ R âåðíî λv ∈ W.

C Áûëà äîêàçàíà òîëüêî ïîëîâèíà óòâåðæäåíèÿ: åñëè äâà óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî
W � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âñå àêñèîìû
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà B

12 Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ. Òðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåê-
òîðîâ. Ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ è çàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Ïðèìåð çàäà÷è âûÿñ-
íåíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñèñòåìû âåêòîðîâ.

13 Áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êîîðäèíà-
òû âåêòîðà. Ëåììà î ñóùåñòâîâàíèè êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî áàçèñà.

Ëåììà 5 Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V âûáðàí áàçèñ e1, e2, . . . , en. Òîãäà
êàæäûé âåêòîð v ∈ V èìååò ñâîè êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî áàçèñà e1, e2, . . . , en.

C Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ áàçèñà è ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè B
14 Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû âåêòîðîâ. Ëåììà î òîì, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòå-

ìû âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïðèìåðû.

Ëåììà 6 Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V äàíû âåêòîðû v1, v2, . . . , vk. Òîãäà
ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà < v1, v2, . . . , vk > ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

C Ñëåäóåò èç ëåììû 4 è îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè è ëèíåéíîé îáîëî÷êè B
15 Òåîðåìà î ñâÿçè ìåæäó î.ñ.ë.ó è îðòîãîíàëüíûìè äîïîëíåíèÿìè. Çàäà÷à íàõîæäå-

íèÿ áàçèñà îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ.

Òåîðåìà 9 Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V äàíû âåêòîðû v1, v2, . . . , vk. Òîãäà
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé î.ñ.ë.ó.



←− v1 −→
←− v2 −→

. . .
←− vk −→

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
. . .
0




ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì < v1, v2, . . . , vk >⊥ .
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C Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò èäåþ A ⊆ B è B ⊆ A ⇒ A = B B
16 Ñëåäñòâèå î ðàçìåðíîñòè îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êè ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Ñëåäñòâèå î ñóììå ðàçìåðíîñòè âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà W, åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ W⊥ è âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V.

Ñëåäñòâèå 4 Äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà V âåðíî ðàâåíñòâî

dim W + dim W⊥ = dim V.

C Ñëåäóåò èç òåîðåì 9 è 5 B

Ñëåäñòâèå 5 Åñëè v1, v2, . . . , vk ∈ Rn � ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî
dim < v1, v2, . . . , vk >⊥= n− k

C Ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ B
17 Òåîðåìà î ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ è ðàíãà ìàòðèö, ñîñòàâëåí-

íîé èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ. Ëåììà î òîì, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íå ìåíÿåòñÿ ïðè
óìíîæåíèè âåêòîðà íà íåíóëåâîå ÷èñëî. Ëåììà î òîì, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íå
ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå vi íà vi + λvj. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êè âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 10 Ïóñòü v1, v2, . . . , vk ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû.
Òîãäà

dim < v1, v2, . . . , vk >= rang




←− v1 −→
←− v2 −→

. . .
←− vk −→




C Ñëåäóåò èç òåîðåìû 9 è ñëåäñòâèé 4, 5 B

Ëåììà 7 Ïóñòü v1, v2, . . . , vk ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû è λ íåíóëåâîå ÷èñëî.
Âåðíî ðàâåíñòâî

< v1, v2, . . . , vi, . . . , vk >=< v1, v2, . . . , λvi, . . . , vk > .

C Ïîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íå ìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè îäíîãî èç âåêòîðîâ
íà íåíóëåâîå ÷èñëî B

Ëåììà 8 Ïóñòü v1, v2, . . . , vk ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû.
Âåðíî ðàâåíñòâî

< v1, v2, . . . , vi, . . . , vk >=< v1, v2, . . . , vi + λvj, . . . , vk > .

C Ïîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íå ìåíÿåòñÿ ïðè òàêîì ñëîæåíèè âåêòîðîâ B
18 Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òåîðåìà îá îñíîâíîì ñâîéñòâå

ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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Òåîðåìà 11 Ïóñòü e1, e2, . . . , ek � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f : V → V âåðíî, ÷òî

f(x) = f(x1e1 + x2e2 + . . . + xnen) = x1f(e1) + x2f(e2) + . . . + xnf(en).

C Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé B
19 Ñëåäñòâèå î òîì, ÷òî êàæäîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìî-

ùüþ ìàòðèöû.

Ñëåäñòâèå 6 Ñîïîñòàâèì âåêòîðàì v ∈ Rn ñ êîîðäèíàòàìè (v1, v2, . . . , vn) ìàòðèöû-

ñòîëáöû




v1

. . .
vn


 ðàçìåðà n× 1.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f : V → V ñóùåñòâóåò êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà A ðàçìåðà n× n òàêàÿ, ÷òî f(v) = Av.

C Ñëåäóåò èç òåîðåìû 11 B
20 Ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: îáðàç íóëåâîãî âåêòîðà.

Ëåììà 9 Ïóñòü f(v) � ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V. Îáðàç íóëåâîãî âåêòîðà f(0) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì.

C Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ B
21 Ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: îáðàç ïðîòèâîïîëîæíîãî âåêòîðà.
22 Ëåììà î òîì, ÷òî êàæäàÿ ìàòðèöà çàäàåò íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ëåììà 10 Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n× n. Òîãäà îòîáðàæåíèå Av ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

C Ïðîâåðèòü îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ B
23 Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
24 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A.

25 Ëåììà î êîðíÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ëåììà 11 Êîìïëåêñíûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A.

C Âûáðàòü ïðîèçâîëüíûé êîðåíü λ0. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (A−λE)v = 0 èìååò
õîòÿ áû îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå v. Çàòåì ïîêàçàòü, ÷òî Av = λv B

26 Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû. Òåîðåìà î æîðäàíîâîé ôîðìå T−1AT = J ìàòðèöû
A, åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Òåîðåìà 12 Åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n× n òàêàÿ, ÷òî
Av1 = λ1v1, Av2 = λ2v2, . . . , Avn = λnvn

è ñîáñòâåííûå âåêòîðû v1, v2, . . . , vn ñîñòàâëÿþò áàçèñ Rn, òî âåðíî ðàâåíñòâî

AT = TJλ1,λ2,...,λn , ãäå T =




←− v1 −→
←− v2 −→

. . .
←− vk −→




T

è Jλ1,λ2,...,λn =




λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0

. . .
0 0 . . . λn


 .
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C Ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè B
27 Ëåììà î ïðîèçâåäåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ. Ëåììà î ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ ñèì-

ìåòðè÷åñêîé ìàòðèöû A = AT .

Ëåììà 12 Ïóñòü λ1, λ2, . . . , λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ðàçìåðà n×n.

Òîãäà
det A = λ1 · λ2 · . . . · λn.

C Ñëåäóåò èç òåîðåì 13, 7 è ïîäñ÷åòà îïðåäåëèòåëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû. B

Ëåììà 13 Åñëè A = AT , ò.å. ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, òî ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè. ∇ á. ä. 4

28 Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò. Ôîðìóëà ïåðåâîäà ñòàðûõ êîîðäèíàò â íîâûå êîîðäè-
íàòû. Ìàòðèöà ïåðåõîäà.

Ëåììà 14 Ïóñòü (v1, v2, . . . , vn) � êîîðäèíàòû âåêòîðà v îòíîñèòåëüíî íîâîãî
áàçèñà E = {e1, e2, . . . , en} è

(w11, w12, . . . , w1n) � êîîðäèíàòû âåêòîðà w1 îòíîñèòåëüíî áàçèñà e

(w21, w22, . . . , w2n) � êîîðäèíàòû âåêòîðà w2 îòíîñèòåëüíî áàçèñà e

. . .
(wn1, wn2, . . . , wnn) � êîîðäèíàòû âåêòîðà wn îòíîñèòåëüíî áàçèñà e.

Òîãäà êîîðäèíàòû (v′1, v
′
2, . . . , v

′
n) âåêòîðà v îòíîcèòåëüíî ñòàðîãî áàçèñà W =

{w1, w2, . . . , wn} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:


v1

v2

. . .
vn


 =




w11 w21 . . . wn1

w12 w22 . . . wn2

w1n w2n . . . wnn







v′1
v′2
. . .
v′n




C Ïåðåïèñàòü â âûðàæåíèè v = v′1w1 + v′2w2 + . . . + v′nwn âåêòîðû w1, w2, . . . , wn

÷åðåç âåêòîðû e1, e2, . . . , en B
29 Èçìåíåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó áàçèñó. Ïå-

ðåõîä ê íîâîìó áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû.

Ëåììà 15 Ïóñòü A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f îòíîñèòåëüíî ñòà-
ðîãî áàçèñà W, B � ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f îòíîñèòåëüíî íîâîãî
áàçèñà E è T � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðûõ êîîðäèíàò ê íîâûì. Òîãäà âåðíî
ðàâåíñòâî B = T−1AT.

30 Òåîðåìà î æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû ïðè ñîâïàäåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 13 Ïóñòü f � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Rn òàêîå, ÷òî
Avk+1 = λk+1vk+1, Avk+2 = λk+2vk+2, . . . , Avn = λnvn

è ñîáñòâåííûå âåêòîðû vk+1, vk+2, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, îñòàëüíûå ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà ñîâïàäàþò λ1 = λ2 = . . . = λk.
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Òîãäà ñóùåñòâóþò ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå ê íèì âåêòîðû v1, vk, . . . , vk

òàêèå, ÷òî
vs1 7→f . . . 7→f v2 7→f v1 7→f 0;
vs2 7→f . . . 7→f vs1+2 7→f vs1+1 7→f 0;

. . .
vk 7→f . . . 7→f vst+2 7→f vst+1 7→f 0;

è âåðíî ðàâåíñòâî

AT = TJ, ãäå T =




←− v1 −→
←− v2 −→

. . .
←− vn −→




T

è J =




J1 . . .
J2 . . .

. . .

. . . Jt+1

. . . Jλk+1,λk+2,...,λn




,

ãäå

J1, J2, . . . , Jt+1 èìåþò âèä




λ1 1 0 . . . 0
0 λ1 1 0
0 0 λ1 0
... ... . . . . . .
0 0 0 0 λ1




è ðàçìåðû s1 × s1, (s2 − s1)× (s2 − s1), . . . , (st+1 − st)× (st+1 − st) ñîîòâåòñòâåííî.
∇ á.ä. 4

31 Ôóíêöèè îò ìàòðèö.

Òåîðåìà 14 Íàéäèòå ýòó òåîðåìó â òåîðåìå. ∇ á.ä. 4

32 Ìíîãî÷ëåíû Z[x],Q[x],R[x]. Êîðåíü ìíîãî÷ëåíà. Êðàòíîñòü êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà. Îñ-
íîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû.

Òåîðåìà 15 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû) Ëþáîé ìíîãî÷ëåí P (x) ∈ R[x] ñòå-
ïåíè n èìååò n êîðíåé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. ∇ á.ä. 4

33 Òåîðåìà Áåçó. Ñëåäñòâèå èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áåçó.

Òåîðåìà 16 (Áåçó) Åñëè P (x) ∈ R[x] èìååò êîðåíü x0, òî ìíîãî÷ëåí P (x) êðà-
òåí ìíîãî÷ëåíó x− x0.

C Âûïèñàòü îïðåäåëåíèå äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí ñ îñòàòêîì. Ïîêàçàòü,
÷òî ñòåïåíü îñòàòêà ðàâíà íóëþ, ò.å. îñòàòîê ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ÷èñëîì. Çàòåì
ïîäñòàíîâêîé x = x0 ïîêàçàòü, ÷òî îñòàòîê ðàâåí P (x0) = 0 B

Ñëåäñòâèå 7 Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåíà P (x) ∈ R[x] íà ìíî-
ãî÷ëåí x− x0 ðàâåí P (x0).

C Ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áåçó B
34 Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíîé äðîáè â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé.

Òåîðåìà 17 Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå P (x)

Q(x)
, ãäå P (x), Q(x) ∈ R[x] ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü âèäå ñóììû íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) ∈ R[x] è ïðîñòåéøèõ
ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé. ∇ á.ä. 4
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35 Ñîïðÿæåííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ëåììà î ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ êîðíÿõ. Ñëåä-
ñòâèå î ïðåäñòàâëåíèè ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé
è âòîðîé ñòåïåíåé.

Ëåììà 16 Åñëè Q(x) ∈ R(x) èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü a + bi /∈ R, òî ñîïðÿ-
æåííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî a− bi òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì Q(x).

C Ðàññìîòðåòü ñîïðÿæåíèå âûðàæåíèÿ Q(a + bi) = 0 B

Ñëåäñòâèå 8 Ëþáîé ìíîãî÷ëåí Q(x) ∈ R(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ
Q(x) = c(x−x1)(x−x2) · . . . · (x−xr)(x

2 + b1x+ c1)(x
2 + b2x+ c2) · . . . · (x2 + bsx+ cs),

ãäå c, x1, x2, . . . , xr, b1, b2, . . . , bs, c1, c2, . . . , cs ∈ R.

C Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû â ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ
âèäà x − z0, ãäå z0 ∈ C � êîðíè ìíîãî÷ëåíà Q(x). Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðâûå r
êîðíåé ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè, à îñòàëüíûå êîìïëåêñíûìè, ñòîÿùèìè ïîïàðíî
ñî ñâîèìè ñîïðÿæåííûìè. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí (x−z0)(x−z0) èìååò
òîëüêî âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû. B

36 Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ. Ñâîéñòâà êîëüöà ìíî-
ãî÷ëåíîâ: àññîöèàòèâíîñòü, ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ, ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíî-
ãî, êîììóòàòèâíîñòü, àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû. äèñ-
òðèáóòèâíîñòü.

37 Ëåììà î òîì, ÷òî ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ëåììà 17 Êîëüöà Z[x],Q[x],R[x] ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

C Ïðîâåðèòü âñå àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà B
38 Ëåììà î êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì: ñóùåñòâîâàíèå

è åäèíñòâåííîñòü ÷àñòíîãî è îñòàòêà.

Ëåììà 18 Îïåðàöèÿ äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì íà íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí â K[x] äàåò
åäèíñòâåííûé ðåçóëüòàò

C Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíîãî è îñòàòêà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ¾äåëåíèÿ
óãîëêîì¿. Äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü îò îáðàòíîãî B

39 Ñëåäñòâèå èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû. Òåîðåìà Âèåòà.

Ñëåäñòâèå 9 Ëþáîé ìíîãî÷ëåí P (x) ∈ R(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ

P (x) = c(x− x1)(x− x2) · . . . · (x− xn)

ãäå x1, x2, . . . , xn ∈ C.

C Ñëåäóåò èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû è òåîðåìû Âèåòà B
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Òåîðåìà 18 Åñëè P (x) = xn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 ∈ R(x) èìååò êîðíè

x1, x2, . . . , xn ∈ C.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
a0 = (−1)nx1x2 · . . . · xn;

a1 = (−1)n−1(x2x3 · . . . · xn + x1x3 · . . . · xn + . . . + x1x2 · . . . · xn−1);

. . .

an−2 = x1x2 − x1x3 − . . .− xn−1xn;

an−1 = −x1 − x2 − . . .− xn;

C Ïðîâåðèòü ïðÿìûì ïîäñ÷åòîì B
40 Òåîðåìà î ðàöèîíàëüíûõ êîðíÿõ ìíîãî÷ëåíà.

Òåîðåìà 19 Åñëè P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 ∈ Z(x) ñ öåëûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè èìååò ðàöèîíàëüíûé êîðeíü p

q
∈ Q, òî an êðàòíî q, à a0 êðàòíî p.

∇ á.ä. 4

41 Îöåíêà êîðíåé ìíîãî÷ëåí � òåîðåìà.

Òåîðåìà 20 (Îöåíêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ñíèçó è ñâåðõó) Ïóñòü P (x) = anx
n+

an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 ∈ R(x). Òîãäà âñå âåùåñòâåííûå êîðíè ëåæàò íà îòðåçêå[

− 1− A

|an| ; 1 +
A

|an|

]
, ãäå A = max{|an−1|, |an−2|, . . . , |a1|, |a0|}.

C Âûâåñòè, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, èç î÷å-
âèäíîãî ðàâåíñòâà |anxn

0 | = |an−1x
n−1
0 + . . . + a1x0 + a0|, ãäå x0 � êîðåíü P (x). Íå

çàáóäüòå ðàññìîòðåòü ñëó÷àè |x0| > 1 è |x0| < 1 B
42 Àëãîðèòì Øòóðìà îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Îöåíêà êîðíåé ìíî-

ãî÷ëåíà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Øòóðìà.
43 Ìåòîä Íüþòîíà.
44 Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Ìîíîìû. Ïðåäñòàâëåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñ ïîìîùüþ

ìàòðèöû.
45 Ëåììà î ôîðìóëå èçìåíåíèÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó

áàçèñó.

Ëåììà 19 Ïóñòü A � ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû K(x) = xT Ax îòíîñèòåëü-
íî ñòàðîãî áàçèñà.
Ïóñòü C � ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû K(x′) = (x′)T Cx′ îòíîñèòåëüíî íîâîãî
áàçèñà. Ïóñòü òàêæå x = Bx′. Òîãäà

C = BT AB.

C Äîêàçûâàåòñÿ â îäíó ñòðî÷êó B
46 Òåîðåìà î ïðèâåäåíèè ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê äèàãîíàëüíîìó âèäó (äðó-

ãèìè ñëîâàìè î ïðèâåäåíèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó).
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Òåîðåìà 21 Ïóñòü K : Rn → R. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû K(x) = xT Ax
ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà Rn òàêîå, ÷òî â íîâîì áàçèñå
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä.
Äðóãèìè ñëîâàìè äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà B òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà BT AB ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé.

C Ïðèâåñòè àëãîðèòì âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà òàêîå, ÷òî èçáàâëÿåòñÿ îò ïå-
ðåìåííûõ â âûðàæåíèè B

47 Íîðìàëüíûé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Ñîêðàùåííàÿ çàïèñü íîðìàëüíîé ôîðìû
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Òåîðåìà 22 Ïóñòü K : Rn → R. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû K(x) = xT Ax
ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà Rn òàêîå, ÷òî â íîâîì áàçèñå
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò íîðìàëüíûé âèä.
Äðóãèìè ñëîâàìè äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà B òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà BT AB ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ñ ýëåìåíòàìè
−1, 1, 0 ïî äèàãîíàëè.

C Âûâåñòè èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû. B
48 Òåîðåìà ¾Çàêîí èíåðöèè¿ îá åäèíñòâåííîñòè íîðìàëüíîãî âèäà êâàäðàòè÷íîé ôîð-

ìû.

Òåîðåìà 23 (Çàêîí èíåðöèè) Íîðìàëüíàÿ ôîðìà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû åäèí-
ñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ.

C Äîêàçàòü îò îáðàòíîãî B
49 Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Ñëåäñòâèå î íîðìàëüíîì âèäå

ïîëîæèòåëüíî. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû.

Ñëåäñòâèå 10 Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà K â èìååò ñëåäóþùèé íîðìàëüíûé
âèäå x2

1 + x2
2 + . . . + x2

l − x2
k − x2

k+1− . . .− x2
k+l. Ôîðìà K ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà l = 0 è k = n.

C Â îáå ñòîðîíû î÷åâèäíî B

Òåîðåìà 24 (Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà) Ïóñòü A � ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìû K(x) = xT Ax. Òîãäà K(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû A ïîëîæèòåëüíû. ∇ á.ä. 4

50 Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Ëåê-
ñèîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê íà ìîíîìàõ. Îñíîâàíèÿ òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíî-
ãî÷ëåíàõ.

Òåîðåìà 25 (Îñíîâàíàÿ î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ) Êàæäûé ñèììåò-
ðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (x1, x2, . . . , xn) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò
ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ.

C Ïîñòðîèòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Èç ëåêñèîãðàôè÷åñêîãî îò-
íîøåíèÿ ïîðÿäêà ñëåäóåò êîíå÷íîñòü ýòîãî àëãîðèòìà. B
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