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Ââåäåíèå

Èñòîðèÿ
Óìåíèå îïåðèðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè � ïîðàçèòåëüíàÿ îñîáåííîñòü ÷åëîâå÷åñêîãî ìûø-

ëåíèÿ1. Îñòàëüíûå ÷èñëîâûå ñèñòåìû: àðèôìåòèêè öåëûõ ÷èñåë, ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë ïîÿâèëèñü èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Åñòåñòâåííîå ñòðåìëåíèå ëþäåé êîëè÷åñòâåííî îïèñûâàòü ÷àñòü öåëîãî â íàëîãîîáëîæåíèè, ó÷å-
òå, ðàñïðåäåëåíèè è òîðãîâëè ñ äðåâíåéøèõ âðåìåí äàëè íàì ïîíÿòèå äðîáè. Àðõåîëîãè÷åñêèå íà-
õîäêè óêàçûâàþò íà òî, ÷òî äðîáíûìè ÷èñëàìè ïîëüçîâàëèñü óæå â äðåâíåì Øóìåðå, Àêêàäå,
Âàâèëîíå è Åãèïòå. Â ãîðàçäî áîëåå ïîçäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü ïîíÿòèå íóëÿ2 è îòðèöàòåëüíîãî ÷èñ-
ëà. Âèäèìî, èñòîðèÿ ïîÿâëåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òàêæå íà÷èíàåòñÿ ñ äîèñòîðè÷åñêèõ âðåìåí �
íåêîòîðûå êóëüòóðû, íå óìåÿ ñ÷èòàòü äàëüøå 100, óæå èìåëè ïðåäñòàâëåíèå î ïîëîâèíå3.

Èñòîðèÿ ïîÿâëåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íàì èçâåñòíà íå íàìíîãî ëó÷øå. Èñòî÷íèêè óêàçû-
âàþò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë îòëè÷íûõ îò ðàöèîíàëüíûõ áûëî èçâåñòíî ïèôàãîðåéñêîé øêîëå
â Äðåâíåé Ãðåöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óìåíèå ðàáîòàòü ñ äëèíàìè îòðåçîâ, ò.å. äåéñòâèòåëüíûìè
âåëè÷èíàìè, áûëî ïî÷òè ó âñåõ äðåâíèõ öèâèëèçàöèé.

Òåîðèè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè íîñÿò äåäóêòèâíûé õàðàêòåð, ò.å. âûâîäÿòñÿ èç íåêîòîðîãî
íàáîðà íà÷àëüíûõ î÷åâèäíûõ ñóæäåíèé, íàçûâàåìûõ àêñèîìàìè.

Çíàíèå àêñèîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå îçíà÷àåò çíàíèå îòâåòà íà âîïðîñ ¾÷òî òàêîå ÷èñëî?¿, à
äàåò íàì âîçìîæíîñòü óïîðÿäî÷èòü ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Ñîâðåìåííûå àêñèîìû ÷èñëîâûõ ñèñòåì áûëè ïîñòðîåíû â êîðîòêèé ïåðèîä ñ 1853 ïî 1861 ã.
Â 1853 ãîäó Ãàìèëüòîí ïîñòðîèë òåîðèþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è êâàòåðíèîíîâ.
Òåîðèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë áûëè ïîñòðîåíà Äåäêèíäîì è Ê�àíòîðîì â 1857 ã. íà îñíîâå òåîðèè
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Íåñêîëüêî ëåò ñïóñòÿ Ïåàíî ïîñòðîèë àêñèîìû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ëåêöèè ìû íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòèêè � ìíîæåñòâ, îòîáðà-
æåíèé, ãðóïï, êîëåö è ïîëåé. Çàòåì îçíàêîìèìñÿ ñ àêñèîìàìè Ïåàíî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è áóäåì
ïîñòåïåííî ñòðîèòü öåëûå, ðàöèîíàëüíûå, äåéñòâèòåëüíûå è êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Ìíîæåñòâà
Ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè4. Åñëè x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, òî ïè-

øåì x ∈ A, èíà÷å x /∈ A. Ìíîæåñòâî íå ñîäåðæàùåå ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïóñòûì è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç Ø. Ìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå òîëüêî èç ýëåìåíòîâ 1, a,−100, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç {1, a,−100}.
Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì A, åñëè èç äëÿ êàæäîãî x ∈ B ýëåìåíò x ∈ A. Îáîçíà-
÷àåòñÿ ýòî îòíîøåíèå ÷åðåç B ⊆ A. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè A ⊆ B è B ⊆ A.
Åñëè A ⊆ B è A 6= B, òî A íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì B, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ A ⊂ B.

Åñëè ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà êîíå÷íî, òî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, èíà÷å ìíîæåñòâî
íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîé. ×èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |A|.
Ïðèìåðû âñåõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì.

N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, . . .} � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;
Z = {. . . ,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, . . .} � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë;
Q =

{
m
n | m ∈ Z, n ∈ N}

� ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;
R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë; C � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;
ÿñíî, ÷òî Ø ⊂ {2, 4, 5} ⊆ N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C, è {2, 4, 6} ⊆ {2, 4, 6, 8, 2008}, íî {2, 4, 6} * {0, 2, 4}.

1çäåñü óìåñòíî ñïðîñèòü: ¾Óìåë ëè Ìàóãëè ñ÷èòàòü?¿, ¾Åñòü ëè ó èíîïëàíåòÿí íàòóðàëüíûå ÷èñëà?¿
2äðåâíèå ãðåêè è ðèìëÿíå íå çíàëè íîëü, ïîíÿòèå íóëÿ â ñðåäíåâåêîâóþ Åâðîïó ïðèøëî èç Èíäèè
3íè â îäíîé èç ìíå èçâåñòíûõ ÿçûêîâ ñëîâà ¾äâà¿ è ¾ïîëîâèíà¿ íå ïîõîæè!
4ïîíÿòèå ìíîæåñòâà íå èìååò ìàòåìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ, ýòî áàçîâîå ïîíÿòèå
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Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè
Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ íîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ A è
B, äðóãèõ ýëåìåíòîâ íåò. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ íîâîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå
èç îáùèõ ýëåìåíòîâ A è B, äðóãèõ ýëåìåíòîâ íåò. Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ íîâîå
ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå òîëüêî èç ýëåìåíòîâ A, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò B. Ïðèâåäåì îáîçíà÷åíèÿ è
áîëåå ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé.

Îáúåäèíåíèå A ∪B = {x | x ∈ A èëè x ∈ B}.
Ïåðåñå÷åíèå A ∩B = {x | x ∈ A è x ∈ B}.
Ðàçíîñòü A\B = {x | x ∈ A è x /∈ B}.

Ïðèìåðû. Ïóñòü A = {1, 2, 3} è B = {3, 4}. Òîãäà A ∪B = {1, 2, 3, 4}, A ∩B = {3}, A\B = {1, 2}.
Çàäà÷è.

1.1 Ïîñòðîéòå ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç ñòà îäíîãî ýëåìåíòà.
1.2 Ïóñòü A = {2, 3, 8, 15} è B = {1, 4, 5, 15}. Ïîñòðîéòå A ∪B è A ∩B.
1.3 Íà ðèñ. 1 äàíû äèàãàðàììû Âåííà. Âûðàçèòå ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè A, B

è C âûäåëåííûå ïîäìíîæåñòâà.
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1.4 Ïîñòðîéòå N ∪ Z, N ∩ Z. Åñëè A ⊆ B, òî ÷åìó ðàâíî A ∩B è A ∪B?
1.5 Ïóñòü 2Z = {2, 4, 6, 8, . . .} è 3Z = {3, 6, 9, 12, . . .}. Ïîñòðîéòå 2Z ∪ 3Z.
1.6 Ïðî ìíîæåñòâî A ⊆ Z èçâåñòíî, ÷òî åñëè a ∈ A, òî a + 3 ∈ A è a − 6 ∈ A, òàêæå èçâåñòíî,

÷òî 3 ∈ A è 1, 2 /∈ A. Íàéäèòå ìíîæåñòâî A.
1.7 Ïóñòü A = {2, 4, 6, . . . , 298, 300}, B = {3, 6, 9, . . . , 297, 300}, C = {6, 12, 18, . . . , 294, 300}. Âû-

÷èñëèòå |A|, |B|, |C| è íàéäèòå
∣∣{a ∈ N | a 6 300 è (2|a èëè 3|a)}

∣∣.
1.8 Íàéäèòå

∣∣{a ∈ N | a 6 300 è (2 - a èëè 3 - a)}∣∣.
1.9 Ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Óïîðÿäî÷åííûå n-êè
Óïîðÿäî÷åííûå n-êè (a1, a2, . . . , an) è (b1, b2, . . . , bn) ðàâíû, åñëè è òîëüêî åñëè a1 = b1, a2 =

b2, . . . , an = bn. Äåêàðòîâûì (ïðÿìûì) ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
óïîðÿäî÷åííûõ äâîåê {(a, b) | a ∈ A è b ∈ B}. Ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A×B. Äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà A íà ñåáÿ n ðàç îáîçíà÷àþò êàê An.

Ïðèìåðû.
Åñëè A = {1, 2, 3} è B = {3, 4}, òî A×B = {(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4)}.
Â òåàòðå ¾Ìàëûé¿ íîìåðà ðÿäîâ ïåðåíóìåðîâàíû ÷èñëàìè ìíîæåñòâà {1, 2}, à ìåñòà â êàæäîì

ðÿäó � ÷èñëàìè {1, 2, 3, 4}. Òîãäà ìíîæåñòâî ìåñò â áèëåòàõ òåàòðà � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå �

{1, 2} × {1, 2, 3, 4} =
{
(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4),
(2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4),

}
.

Äåêàðòîâ êâàäðàò ìíîæåñòâà êîîðäèíàò òî÷åê íà ïðÿìîé ðàâåí ìíîæåñòâó êîîðäèíàò òî÷åê íà
ïëîñêîñòè R× R = R2.

Çàäà÷è.
1.10 Ïóñòü A = {1, 2} è B = {a, b, c}. Ïîñòðîéòå A×B.
1.11 Â ñàìîëåòå ÒÓ-154 íîìåðà ðÿäîâ ïåðåíóìåðîâàíû ÷èñëàìè ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 25}, à ìåñòà

â êàæäîì ðÿäó � áóêâàìè {a, b, c, d, e, f}. Íàéäèòå ìíîæåñòâî ìåñò â ýòîì ñàìîëåòå.
1.12 Ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë.
1.13 Äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A è B äîêàæèòå ðàâåíñòâî |A| × |B| = |A×B|.
1.14 Ïîñòðîéòå ìíîæåñòâà A è B òàêèå, ÷òî |A×B| = 15.
1.15 Ïîñòðîéòå ìíîæåñòâà A è B òàêèå, ÷òî |A×B| = 7.
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Îòîáðàæåíèÿ
Äàäèì äâà îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåêîòîðîå ïðàâèëî f, ñîïîñòàâëÿþùåå ÷àñòè ýëåìåíòîâ A ïî îäíîìó ýëåìåíòó
èç ìíîæåñòâà B, íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì èç A â B.

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèåì èç A â B íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî f ⊂ A×B, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ: åñëè (a, b) è (a, b′) ∈ f, òî b = b′.

Âìåñòî (a, b) ∈ f âñåãäà ïèøóò f(a) = b, à ñàìî îòîáðàæåíèå îáîçíà÷àþò êàê f : A → B.
Ìíîæåñòâî A′ = {x ∈ A | f(x) = y äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ B} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì (îáëàñòüþ)

îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f. Ìíîæåñòâî B′ = {y ∈ B | f(x) = y äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ A} íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f.

Ôóíêöèÿìè5 íàçûâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà â R, ò.å. f : A → R.

Çàäà÷è.
2.1 Ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå èç {1, 2, 3, 4} â {A,B, C, D, E}.
2.2 Ïîñòðîéòå ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ f : Z× Z→ Z.
2.3 Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå èç Z× Z â Z, çàäàííîå f(a, b) = a + b ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì.
2.4 Ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì íîìåðîâ ïàñïîðòà ÐÔ è ìíîæåñòâîì

ðîññèéñêèõ ãðàæäàí. Ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå ìåæäó äâóìÿ ýòèìè ìíîæåñòâàìè, çíàÿ, ÷òî ó íåêî-
òîðûõ ãðàæäàí ìîãóò áûòü äâà ïàñïîðòà (ãðàæäàíèí ïîòåðÿë, âîññòàíîâèë íîâûé è íàøåë ñòàðûé).

Îòîáðàæåíèå f : A → B íàçûâàåòñÿ âñþäó îïðåäåëåííûì6, åñëè äëÿ êàæäîãî a ∈ A îïðåäåëåí
f(a) ∈ B. Îòîáðàæåíèå f : A → B íàçûâàåòñÿ ¾íà¿, åñëè äëÿ êàæäîãî b ∈ B ñóùåñòâóåò a ∈ A
òàêîé, ÷òî f(a) = b. È íàêîíåö, îòîáðàæåíèå f : A → B íàçûâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì, åñëè èç
a1 6= a2 ñëåäóåò f(a1) 6= f(a2).

Âñþäó îïðåäåëåííîå è âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f èç A íà B íàçûâàåòñÿ áèåêöèåé.
Äàäèì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëåìåíò A ðîâíî

îäèí ýëåìåíò B, ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ñîâïàäàþùèì ñ B, íàçûâàåòñÿ áèåêöèåé.
ßñíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå áèåêöèè ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè A è B îçíà÷àåò |A| = |B|.

Ýòèì î÷åâèäíûì, íî âàæíûì ñâîéñòâîì ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðè îïðåäåëåíèè ðàâíîìîùíûõ ìíî-
æåñòâ. Òàêæå áèåêöèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè èçîìîðôèçìîâ.
Ïðèìåðû. Áèåêöèÿ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé. Ëîãàðèôì ln x �
áèåêöèÿ R+ = {x ∈ R | x > 0} íà R. Òàíãåíñ tg x � áèåêöèÿ

(−π
2 ; π

2

)
íà R. Àðêòàíãåíñ arctg x �

áèåêöèÿ R íà
(−π

2 ; π
2

)
.

Çàäà÷è.
2.5 Ïîñòðîéòå ïðèìåð áèåêöèè ìåæäó ìíîæåñòâàìè {1, 2, 3, 4} è {A,B, C,D}.
2.6 Äîêàæèòå, ÷òî f(x) = 2x � áèåêöèÿ Z íà 2Z = {2a | a ∈ Z}.
2.7 Äîêàæèòå, ÷òî ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ âñþäó îïðåäåëåííàÿ íà R ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
2.8 Ïîêàæèòå, ÷òî f(x) = (b− a)x + a � áèåêöèÿ (0; 1) íà (a; b).
2.9 Äîêàæèòå, òî åñëè σ è τ � ïîäñòàíîâêè, òî ôóíêöèÿ π(x) = σ(τ(x)) ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé.
2.10 Ïóñòü f : X → Y, g : Y → Z � áèåêöèè. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ èõ ñóïåðïî-

çèöèåé, h(x) = g(f(x)) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèé èç X íà Y. Ñóïåðïîçèöèþ g(f(x)) îáîçíà÷àþò g ◦ f.
2.11 Ïîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåíèå áèåêöèè ìåæäó ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N è ïðîèçâîëü-

íûì ìíîæåñòâîì A ýêâèàëåíòíî çàäà÷å íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ A.
2.12 Åñëè f : N→ A � áèåêöèÿ, òî äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå áèåêöèè g : N→ A ∪ {1, 2, . . . 100}.
2.13 Ïóñòü f : N → A � áèåêöèÿ è B � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî A. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå

áèåêöèè g : N→ A\B.
2.14 Â ÿçûêå ôèëîìàòåíôèíèòè àëôàâèò èìååò 20 áóêâ è ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî äëèííûå

ñëîâà. Ïîñòðîéòå áèåêöèþ èç N íà ìíîæåñòâî ñëîâ ýòîãî ÿçûêà.
2.15 Ïîñòðîéòå áèåêöèþ èç N íà Z.
2.16 Ïîñòðîéòå áèåêöèþ èç N íà Q.
2.17 Ïîñòðîéòå áèåêöèþ ìåæäó [0; 1] íà [0; 10].

5â øêîëå èçó÷àþò ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
6î÷åíü ÷àñòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿþò êàê âñþäó îïðåäåëåííûå îòîáðàæåíèÿ
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Ãëàâà 1
Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M. Îòîáðàæåíèå

f : M ×M → M

íàçûâàåòñÿ äâóõìåñòíîé (áèíàðíîé) îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå M. Ðåçóëüòàò îïåðàöèè f(a, b) íàä a
è b îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç afb.

Ïðèìåðû. Õîðîøî èçâåñòíûå äâóõìåñòíûå îïåðàöèè: ñóììà äâóõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë,
ðàçíîñòü äâóõ ÷èñåë. Çàìåòèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ íå âñåãäà
îïðåäåëåíà.

Íà ìíîæåñòâå W ìàòðèö âèäà
(

a b
−b a

)
îïðåäåëèì îïåðàöèè ¾+¿ è ¾·¿:

(
a b
−b a

)
+

(
c d
−d c

)
=

(
a + c b + d
−b− d a + c

)
;

(
a b
−b a

)
·
(

c d
−d c

)
=

(
ac− bd ad + bc
−ad− bc ac− bd

)
.

Îòîáðàæåíèå f : M → M íàçûâàåòñÿ îäíîìåñòíîé (óíàðíîé) îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå M. Ïðè-
ìåðû: √x, x−1, è ò.ä. Îòîáðàæåíèå f : Mn → M íàçûâàåòñÿ n-ìåñòíîé îïåðàöèåé.
Çàäà÷è.

3.1 Ïðîâåðüòå, ÷òî îïåðàöèè ¾+¿ è ¾·¿ íà W âåðíî îïðåäåëåíû.
3.2 Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ ¾−¿ íà ïîëóãðóïïå N íå ÿâëÿåòñÿ âñþäó îïðåäåëåííîé.
3.3 Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ xy íà êîëüöå Z íå ÿâëÿåòñÿ âñþäó îïðåäåëåííîé îïåðàöèåé.

Àëãåáðàè÷åñêèå îòíîøåíèÿ
Ïîäìíîæåñòâî f ⊆ M ×M íàçûâàåòñÿ áèíàðíûì (äâóõìåñòíûì) îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå M.

Åñëè (a, b) ∈ f, òî îáû÷íî ïèøóò afb.

Ïðèìåðû. Àëãåáðàè÷åñêèå îòíîøåíèÿ: 2 < 5, 1 6 3, a ∼ b.

Àëãåáðàè÷åñêèå è ÷èñëîâûå ñèñòåìû
Ìíîæåñòâî ñ îïðåäåëåííûìè íà íåì îïåðàöèÿìè è/èëè îòíîøåíèÿìè íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷å-

ñêîé ñèñòåìîé. Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ, äåéñòâèòåëüíûõ, êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë íàçûâàþòñÿ ÷èñëîâûìè.

3.4 Ïðèâåäèòå ïðèìåðû àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.
3.5 Ïîñòðîéòå áèåêöèþ ìåæäó êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè C è ìíîæåñòâîì ìàòðèö W.
3.6 Ïîñòðîéòå áèåêöèþ ìåæäó äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè R è ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ íà ïðÿìîé.
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Ãðóïïû
Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî G ñ äâóõìåñòíîé îïåðàöèåé ◦ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé 〈G, ◦ 〉 åñëè

1. a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c äëÿ âñåõ a, b, c ∈ G;

2. ñóùåñòâóåò e ∈ G òàêîé, ÷òî a ◦ e = e ◦ a = a äëÿ âñåõ a ∈ G;

3. äëÿ ëþáîãî a ∈ G ñóùåñòâóåò b ∈ G òàêîé, ÷òî a ◦ b = b ◦ a = e.

Ïðèâåäåííûå àêñèîìû íàçûâàþòñÿ àññîöèàòèâíîñòè, ñóùåñòâîâàíèÿ íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà,
ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Ýëåìåíò e íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì G. Ýëåìåíò b,
òàêîé, ÷òî ab = e, íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ýëåìåíòà a. Åñëè â ãðóïïå 〈G, ◦ 〉 äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ
a è b ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ab = ba, òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé èëè àáåëåâîé.

Ìíîæåñòâî G ñ àññîöèàòèâíîé äâóõìåñòíîé îïåðàöèåé ◦ íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé 〈G, ◦ 〉.
Ëåììà 1. Â ëþáîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íåéòðàëüíûé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíòû e è e′ ∈ G íåéòðàëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïû G. Òîãäà e◦e′ ðàâåí,
ñ îäíîé ñòîðîíû e, ñ äðóãîé ñòîðîíû e′. Ïîýòîìó e = e′. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû èìååò åäèíñòâåííûé îáðàòíûé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíòû b è b′ ∈ G îáðàòíûå ýëåìåíòû a ∈ G. Òîãäà b ◦ (a ◦ b′) ðàâåí,
ñ îäíîé ñòîðîíû b, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ñâîéñòâó àññîöèàòèâíîñòè, (b ◦ a) ◦ b′ = b′. Ïîýòîìó b = b′.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Â ãðóïïå 〈G, ◦ 〉 äëÿ ëþáûõ a, c ∈ G ðåøåíèå óðàâíåíèÿ a ◦ x = c îòíîñèòåëüíî x ∈ G
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ. Ïóñòü b � îáðàòíûé ýëåìåíò a. Òîãäà x = b◦c
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ. Îñòàëîñü ïîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïóñòü x è x′ ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ. Òîãäà a ◦ x = a ◦ x′. Óìíîæèì ðàâåíñòâî íà b ñïðàâà. Òîãäà x = x′. Ëåììà
äîêàçàíà.

Àääèòèâíûå ãðóïïû � ãðóïïû, ãäå èìåþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: 0 � íåéòðàëüíûé ýëå-
ìåíò, −a � îáðàòíûé ýëåìåíò a, ¾+¿ � îïåðàöèÿ ãðóïïû. Â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïðèíÿòû
îáîçíà÷åíèÿ: 1 � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, a−1 � îáðàòíûé, ¾·¿ � îïåðàöèÿ ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 4. Ãðóïïû 〈G, ◦ 〉 è 〈G′, · 〉 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
f : G → G′ òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ a, b ∈ G âåðíî ðàâåíñòâî

f(a ◦ b) = f(a) · f(b).

Òàêîå îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ïðèìåðû. Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû 〈Z, +〉, 〈Q\{0}, · 〉, 〈R+, · 〉, 〈R, +〉 � ãðóïïû.
Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû 〈N,+〉, 〈Z, · 〉, 〈Q, · 〉, 〈R, · 〉 � ïîëóãðóïïû, íî íå ãðóïïû.

Çàäà÷è.
4.1 Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ èç ïðèìåðîâ.
4.2 Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ln : R+ → R ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïï 〈R+, · 〉 è 〈R, +〉.
4.3 Ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû 〈Z,+〉 è 〈2Z,+〉 èçîìîðôíû.
4.4Äîêàæèòå, ÷òî ïðè èçîìîðôèçìå ãðóïï íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòîáðàæàåòñÿ íà íåéòðàëüíûé.
4.5 Ïóñòü 〈G, · 〉 � ãðóïïà è a, b, c ∈ G. Äîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ axb = c ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåííî.
4.6 Ïóñòü g : G → G′ � èçîìîðôèçì. Ïóñòü e � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò G. Äîêàæèòå, ÷òî

ýëåìåíòû, îòîáðàæàþùèåñÿ â íåéòðàëüíûé {a | g(a) = e}, îáðàçóþò ãðóïïó.
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Êîëüöà
Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈K, +, · 〉 ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé îòíîñèòåëü-
íî ñëîæåíèÿ ¾+¿, ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ¾·¿, è ¾·¿ äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ¾+¿:

a · (b + c) = a · b + a · c äëÿ êàæäîãî a, b, c ∈ K.

Òîãäà 〈K, +, · 〉 íàçûâàåòñÿ êîëüöîì.

Åñëè â êîëüöå 〈K, +, · 〉 äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî a · b = b · a, òî
êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé. Êîëüöî, ñîäåðæàùàÿ åäèíèöó, íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü 〈K, +, · 〉, 〈L, +, · 〉 � êîëüöà òàêèå, ÷òî L ⊆ K. Òîãäà L íàçûâàåòñÿ
ïîäêîëüöîì K.

Ïðèâåäåì êðèòåðèé òîãî, ÷òî ïîäìíîæåñòâî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì.

Ëåììà 4 (Êðèòåðèé ïîäêîëüöà). Ïóñòü 〈K, +, · 〉 � êîëüöî è L ⊆ K.
Òîãäà ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ íà L ýêâèâàëåíòíû
1) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ L

a + b, −b, a · b ∈ L

2) L ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì K.

Ïðèìåðû.
Êîëüöà: 〈Z, +, · 〉, 〈Q, +, · 〉, 〈R, +, · 〉, 〈C, +, · 〉.

Çàäà÷è.
5.1 Äîêàæèòå ëåììó � êðèòåðèé ïîäêîëüöà.
5.2 Ïîêàæèòå, ÷òî 〈Z, +, · 〉 ïîäêîëüöî 〈Q, +, · 〉.
5.3 Ïîêàæèòå, ÷òî 〈Q,+, · 〉 ïîäêîëüöî 〈R, +, · 〉.
5.4 Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî ïîäêîëüöî êîëüöà 〈Z,+, · 〉.
5.5 Ïîêàæèòå, ïî÷åìó 〈N,+, · 〉 íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Ïîëÿ
Êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1 6= 0, â êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò a 6= 0 îáðàòèì, íàçûâàåòñÿ

ïîëåì. Äàäèì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈P, +, · 〉 � àáåëåâà ãðóïïà, 〈P\{0}, · 〉 � êîììó-
òàòèâíàÿ ãðóïïà è óìíîæåíèå ¾·¿ äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ¾+¿. Òîãäà 〈P, +, · 〉 íàçûâàåòñÿ
ïîëåì.

Åñëè ïîäìíîæåñòâî H ïîëÿ 〈P, +, · 〉 ÿâëÿåòñÿ ïîëåì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ¾+¿ è ¾·¿, òî
〈H, +, · 〉 íàçûâàåòñÿ ïîäïîëåì.

Îïðåäåëåíèå 8. Áèåêöèÿ ìåæäó àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (ãðóïïàìè, êîëüöàìè, ïîëÿìè),
ñîõðàíÿþùàÿ îïåðàöèè, íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ïðèìåðû.
Ïîëÿ: 〈Q,+, · 〉, 〈R,+, · 〉, 〈C, +, · 〉.

Çàäà÷è.
6.1 Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ýêâèâàëåíòíû.
6.2 Ïîêàæèòå, ÷òî 〈Q,+, · 〉 ïîäïîëå 〈R,+, · 〉.
6.3 Ïîêàæèòå, ÷òî 〈R, +, · 〉 ïîäïîëå 〈C, +, · 〉.
6.4 Ñóùåñòâóåò ëè ïîäïîëå ó ïîëÿ 〈Q,+, · 〉?
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Ìèíèìàëüíûå ãðóïïû, êîëüöà è ïîëÿ
Îïðåäåëåíèå 9. Ìèíèìàëüíîé ãðóïïîé, ñîäåðæàùåé ïîëóãðóïïó H, íàçûâàåòñÿ ãðóïïà M ñî
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè H ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû X, òî M ïîäãðóïïà X.

Ñðàâíèòå ñëåäóþùåå ¾îïðåäåëåíèÿ¿. Ìèíèìàëüíîé öåëûì, áîëüøèì ÷èñëà H, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
M ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè H < X, òî M 6 X. Ñëåäóþùèì ïî ðîñòó ïîñëå Âàñè ÿâëÿåòñÿ
ñòóäåíò A ïðî êîòîðîãî ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå: åñëè Âàñÿ íèæå, ñêàæåì, B, òî A íå âûøå B.

Îïðåäåëåíèå 10. Ìèíèìàëüíûì êîëüöîì, ñîäåðæàùèì ïîëóêîëüöî H, íàçûâàåòñÿ êîëüöî M
ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè H ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà X, òî M
ïîäêîëüöî X.

Îïðåäåëåíèå 11. Ìèíèìàëüíûì ïîëåì, ñîäåðæàùèì êîëüöî H, íàçûâàåòñÿ ïîëå M ñî ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâîì: åñëè H ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ X, òî M ïîäïîëå X.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü öåëûå è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà íà îñíîâå ïîíÿòèÿ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 12. Ìèíèìàëüíîå êîëüöî, ñîäåðæàùåå ïîëóêîëüöî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ
êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë 〈Z, +, · 〉.
Îïðåäåëåíèå 13. Ìèíèìàëüíîå ïîëå, ñîäåðæàùåå êîëüöî öåëûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë 〈Q,+, · 〉.
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Ãëàâà 2
Íàòóðàëüíûå ÷èñëà N

Îïðåäåëåíèå 14. Ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî N, ãäå îïðåäåëåíî áè-
íàðíîå îòíîøåíèå N è âûïîëíåíû àêñèîìû:

A1 ñóùåñòâóåò 1 ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ m ∈ N ýëåìåíò (m, 1) /∈ N ;
A2 äëÿ âñåõ m ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé n ∈ N òàêîé, ÷òî (m,n) ∈ N ;
A3 åñëè (m,n) ∈ N è (k, n) ∈ N, òî m = k;
A4 ïóñòü M ⊆ N òàêîé, ÷òî 1 ∈ M è èç (m,n) ∈ N ñëåäóåò n ∈ M. Òîãäà M = N.

Îòíîøåíèå (m,n) ∈ N ÷èòàåòñÿ êàê ¾çà m íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò n¿ èëè ¾n ïðåäøåñòâóåò
m¿. Àêñèîìà A1: ñóùåñòâóåò íà÷àëüíîå ÷èñëî, íå ïðåäøåñòâóþù

Ïîñëåäíÿÿ àêñèîìà íàçûâàåòñÿ àêñèîìîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè èëè ïðîñòî àêñèîìîé èí-
äóêöèè.

Âòîðàÿ ÷àñòü âòîðîé àêñèîìû îçíà÷àåò, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå N ÿâëÿåòñÿ âñþäó îïðåäå-
ëåííûì îòîáðàæåíèåì èç N â N. Òðåòüÿ àêñèîìà îçíà÷àåò, ÷òî N ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì
îòîáðàæåíèåì.

Ëåììà 5. Ëþáîå ÷èñëî, êðîìå 1, èìååò ïðåäøåñòâóþùåå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå 1 è âñå ÷èñëà, èìåþùèå õîòÿ áû îäíî ïðåä-
øåñòâóþùåå ÷èñëî. Äîêàæåì ëåììó, èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ. Áàçà èíäóêöèè: 1 ∈ M.
Øàã èíäóêöèè: åñëè n ∈ M, òî n + 1 òàêæå ïðèíàäëåæèò M. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî N èìååò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé N\{1}, ò.å.

N : N\{1} → N

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
Ýëåìåíò ñëåäóþùèé çà 1 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 2. Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ñëåäóþò íàòóðàëüíûå

÷èñëà 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, . . . Äðåâíèå ðèìëÿíå îáîçíà÷àëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà èíà÷å: I, II, III, IV,
V, VI, VII, VIII, IX, . . .

Çàäà÷è. Ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè äîêàæèòå ëåììû:

Ëåììà 6. Åñëè ÷èñëà, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèå çà äàííûìè ÷èñëàìè, ðàçëè÷íû, òî è äàííûå
÷èñëà ðàçëè÷íû.

Ëåììà 7. Åñëè äàííûå ÷èñëà ðàçëè÷íû, òî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèå çà íèìè ÷èñëà ðàçëè÷íû.

Ëåììà 8. Ëþáîå ÷èñëî îòëè÷íî îò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåãî çà íèì ÷èñëà, ò.å. äëÿ íàòó-
ðàëüíûõ n ñïðàâåäëèâî n 6= n + 1.

Íåçàâèñèìîñòü àêñèîì
Îòâåòèì íà âîïðîñ: ¾íå ÿâëÿåòñÿ ëè îäíà èç àêñèîì òåîðåìîé, âûòåêàþùåé èç îñòàëüíûõ àêñè-

îì?¿
Íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû A1. Äîïóñòèì îáðàòíîå � ïóñòü àêñèîìà A1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì

àêñèîì A2, A3 è A4. Òîãäà èç òîãî, ÷òî ýòè àêñèîìû âûïîëíåíû, äîëæíà ñëåäîâàòü èñòèííîñòü
àêñèîìû A1. Ïðîòèâîðå÷èå ñî ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Ïóñòü N = {1, 2, 3} è N = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî
àêñèîìû A2, A3 è A4 âûïîëíåíû è A1 íå âûïîëíåíà.

Ïðèìåðû îïðîâåðãàþùèå êàêèå-ëèáî ëîæíûå óòâåðæäåíèÿ íàçûâàþòñÿ êîíòðïðèìåðàìè.
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Ïðèìåð. Ïðèìåð ÷èñëà 9 îïðîâåðãàåò íåâåðíîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âñå íå÷åòíûå ÷èñëà ÿâëÿ-
þòñÿ ïðîñòûìè.

Ïðèâåäåì êîíòðïðèìåðû, äîêàçûâàþùèå íåçàâèñèìîñòü àêñèîì.
Íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû A2. Ïóñòü

N = {1, 2, 3, 3′, 4, 4′, . . .}, N = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), . . .} ∪ {(2, 3′), (3′, 4′), . . .}.

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû àêñèîìû A1, A3, A4 âûïîëíåíû, íî A2 íå âûïîëíåíà.
Íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû A3. Ïóñòü

N = {1, 2, 3, 4}, N = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 2)}.

Àêñèîìû A1, A2, A4 âûïîëíåíû, íî àêñèîìà A3 íå âûïîëíåíà.
Íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû A4. Ïóñòü

N = {1, 2, 3, 4, . . .} ∪ {1′, 2′, 3′, 4′, . . .}

è N = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), . . .} ∪ {(1′, 2′), (2′, 3′), (3′, 4′), (4′, 5′), . . .}. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò
íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû A4.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ
Èç àêñèîìû èíäóêöèè A4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ 1 è n + 1 â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n, òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà.
Ïðèìåð. Äîêàçàòü äëÿ âñåõ n ∈ N ðàâåíñòâî 1 + 2 + . . . + n = n(n+1)

2 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Áàçà èíäóêöèè. Äëÿ n = 1 óòâåðæäåíèå âåðíî.
Èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííîå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ n = k ñëà-

ãàåìûõ.
Øàã èíäóêöèè. Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî ïðè n = k + 1 :

1 + 2 + . . . + k + (k + 1) =? (k + 1)(k + 2)
2

.

Ëåâàÿ ÷àñòü ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ðàâíà

1 + 2 + . . . + k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1).

Âû÷èñëÿÿ ïîñëåäíþþ ñóììó, íàõîäèì, ÷òî ïðîâåðÿåìîå ðàâåíñòâî âåðíî.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàäà÷è. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå òîæäåñòâà äëÿ êàæäîãî n ∈ N :
1.1 1 + 3 + ... + (2n− 1) = n2

1.2 12 + 22 + ... + n2 = n(n+1)(2n+1)
6

1.3 13 + 23 + ... + n3 = (1 + 2 + ... + n)2.
Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé äëÿ âñåõ n ∈ N :
1.4 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 2n > n.
1.5 10n + 18n− 1 êðàòíî 27.
1.6 11n+2 + 122n+1 êðàòíî 133.
1.7 Áàíê èìååò íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî òðåõ- è ïÿòèðóáëåâûõ êóïþð. Äîêàæèòå, ÷òî îí

ìîæåò âûäàòü èìè áåç ñäà÷è ëþáîå ÷èñëî ðóáëåé, íà÷èíàÿ ñ âîñüìè.

11



Ñëîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
Èç àêñèîìû A2 ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå N íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæå-
íèåì. Äàëåå âìåñòî (m,n) ∈ N ïèøåì m′ = n.

Îïðåäåëåíèå 15. Ñëîæåíèåì äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ + íà N,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

S1 ∀m ∈ N (m + 1 = m′);
S2 ∀m, n ∈ N (m + n′ = (m + n)′).

Òåîðåìà 1. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ñî ñâîéñòâàìè S1 è S2. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ f(m,n) : N× N→ N òàêîãî, ÷òî

∀m ∈ N (
f(m, 1) = m′) è ∀m,n ∈ N (

f(m,n′) = (f(m, n))′
)
.

Ïîñòðîèì ýòî îòîáðàæåíèå, èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè gn.
Áàçà èíäóêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ g1(m) = m′.
Øàã èíäóêöèè. Äàëåå ïîñòðîèì gn′ , èñïîëüçóÿ gn. Ïðèìåì

gn′(m) = gn(m′).

Òàêèì îáðàçîì, ïî àêñèîìå èíäóêöèè ìû ïîñòðîèëè ôóíêöèþ gn : N→ N äëÿ êàæäîãî n ∈ N.
Òåïåðü, ïðèíèìàÿ f(m,n) = gn(m) ñî ñâîéñòâàìè S1 è S2, âèäèì, ÷òî ñëîæåíèå íàòóðàëüíûõ

÷èñåë ñóùåñòâóåò.
Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü îòîáðàæåíèÿ f : N×N→ N ñî ñâîéñòâàìè S1 è S2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò

îòîáðàæåíèå h : N× N→ N ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè.
Èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ, äîêàæåì, ÷òî ýòè ôóíêöèè ñîâïàäàþò. Áàçó èíäóêöèþ

ñîñòàâëÿþò ðàâåíñòâà f(m, 1) = h(m, 1) = m′, ñïðàâåäëèâûå äëÿ âñåõ m ∈ N. Øàã èíäóêöèè ñëåäóåò
èç ðàâåíñòâ h(m,n′) = (h(m,n))′ = (f(m, n))′ = f(m,n′).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ âñåõ m, n ∈ N âûïîëíåíî f(m,n) = h(m, n). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñëîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë àññîöèàòèâíî.

∀ k,m, n ∈ N (k + m) + n = k + (m + n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n.
Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå âåðíî, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (k + m) + 1 = (k + m)′ =

k + m′ = k + (m + 1), ãäå ïåðâîå è òðåòüå ðàâåíñòâà ñëåäóþò èç S1, âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç S2.
Èç S2 ñëåäóþò ðàâåíñòâà

((k + m) + n)′ = (k + m) + n′;
(k + (m + n))′ = k + (m + n)′ = k + (m + n′).

Ëåâûå âûðàæåíèÿ ðàâíû ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñëîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë êîììóòàòèâíî.

∀m,n ∈ N m + n = n + m

Ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà. Èíäóêöèåé ïî m äîêàæåì, ÷òî m + 1 = 1 + m. Çäåñü âàæíî
ïîêàçàòü, ÷òî

m′ + 1 = (m + 1) + 1 = (1 + m) + 1 = 1 + (m + 1) = 1 + m′,

èñïîëüçóÿ àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ. Çàòåì ïðè ôèêñèðîâàííîì m èíäóêöèåé ïî n ïîêàçàòü, ÷òî
m + n = n + m.

Èç ïðåäëîæåíèé 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ñîñòàâ-
ëÿþò êîììóòàòèâíóþ ïîëóãðóïïó.
Çàäà÷è.

2.1 Äîêàæèòå, ÷òî 2 + 2 = 4 è 3 + 2 = 5.
2.2 Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ëåììû:
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Ëåììà 9. Äëÿ ëþáûõ n, k ∈ N ñïðàâåäëèâî n + k 6= k.

Ëåììà 10. Äëÿ ëþáûõ n, k ∈ N âûïîëíåíî îäíî èç òðåõ óòâåðæäåíèé:
1) n = k;
2) ñóùåñòâóåò m ∈ N òàêîé, ÷òî n + m = k;
3) ñóùåñòâóåò m ∈ N òàêîé, ÷òî k + m = n.

2.3 Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Óìíîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
Îïðåäåëåíèå 16. Óìíîæåíèåì äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ äâóõìåñòíàÿ îïåðàöèÿ · ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

P1 ∀m ∈ N (m · 1 = m);
P2 ∀m,n ∈ N (m · n′ = m · n + m).

Ïðèìåð.
Ðàâåíñòâî 2 · 2 = 4 ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

2 · 1′ = 2 · 1 + 2 = 2 + 2 = 4.

Òåîðåìà 2. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåíà åäèíñòâåííûì
îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 3. Óìíîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äèñòðèáóòèâíî (ïðè óìíîæåíèè ñïðàâà)
ïî ñëîæåíèþ:

∀m, n, k ∈ N (m + n)k = mk + nk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áàçà èíäóêöèè. Ïðè k = 1 ïðåäëîæåíèå î÷åâèäíî.
Øàã èíäóêöèè. Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî (m+n)k′ =? mk′+nk′. Ïî àêñèîìå P2 ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè

ðàâíû (m + n)k + (m + n) è mk + m + nk + n. Èç êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ è èíäóêöèîííîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

(m + n)k′ = mk′ + nk′.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 4. Óìíîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë êîììóòàòèâíî:

∀m,n ∈ N m · n = n ·m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà èíäóêöèè. Ïðè n = 1 ïðåäëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî m.
Øàã èíäóêöèè. Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî m · n′ =? n′ ·m. Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî m :

Áàçà èíäóêöèè. Áàçà èíäóêöèè ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

1 · n′ = 1 · n + 1 = n + 1 = n′ = n′ · 1.

Øàã èíäóêöèè. Øàã èíäóêöèè ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

m′ · n′ = m′ · n + m′ = (n + 1) ·m′ = n′ ·m′.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäûäóùèì ïðåäëîæåíèåì î äèñòðèáóòèâíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 5. Óìíîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë àññîöèàòèâíî:

∀m,n, k ∈ N (mn)k = m(nk).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k.
Áàçà èíäóêöèè. Ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (mn) · 1 = mn = m(n · 1).
Øàã èíäóêöèè. Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî (mn) · k′ =? m(n · k′). Ñïðàâåäëèâû

(mn) · k′ = (mn) · k + mn = m · (nk) + m · n = m · (nk + n) = m · (nk′).

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Çàäà÷è.

3.1 Äîêàæèòå, ÷òî 3 · 2 = 6, 2 · 2 = 4.
3.2 Äîêàæèòå, ÷òî 2 · (2 + 1) = 6, (2 + 2) · 2 = 8.
3.3 Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 2 · x = 3 íå èìååò ðåøåíèé.
3.4 Äîêàæèòå, ÷òî m · n = 1 åñëè, è òîëüêî åñëè n = 1 è m = 1.

Âû÷èòàíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
Îïðåäåëåíèå 17. Âû÷èòàíèåì äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ äâóõìåñòíàÿ îïåðàöèÿ −
òàêàÿ, ÷òî a− b = c òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b + c.

Ïðèìåð. Èç 2 + 2 = 4 ñëåäóåò, ÷òî 4− 2 = 2.
Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü a− b äâóõ ÷èñåë îïðåäåëåíà íå äëÿ âñåõ a, b ∈ N.

Õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N
Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈K, +, · 〉 ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ïîëóãðóïïîé îò-
íîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ¾+¿, ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ¾·¿ è ¾·¿ äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî
¾+¿:

a · (b + c) = a · b + a · c äëÿ êàæäîãî a, b, c ∈ K.

Òîãäà 〈K, +, · 〉 íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîì.

Àññîöèàòèâíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ ïîêàçàíû â ïðåäëîæåíèÿõ 1 è 2. Àññîöèàòèâ-
íîñòü è äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ïîêàçàíû â ïðåäëîæåíèÿõ 3, 4 è 5. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 〈N, +, · 〉 ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îáðà-
çóåò ïîëóêîëüöî.

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4. Êîììóòàòèâíûå ïîëóêîëüöà, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì A1, A2, A3, S1, S2, P1 è P2

èçîìîðôíû.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü 〈P1, +1, ·1 〉 è 〈P2, +2, ·2 〉 � ïîëóêîëüöà, óäîâëåòâîðÿþùèå àê-
ñèîìàì A1, A2, A3, S1, S2, P1 è P2. Îòíîøåíèÿ íà P1 è P2, îïðåäåëÿþùèå ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ,
îáîçíà÷èì ′ è ′′, ò.å.

1′ = 2, 2′ = 3, 3′ = 4, . . . è I ′′ = II, II ′′ = III, III ′′ = IV, . . .

Ïîñòðîèì áèåêöèþ ϕ ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Ïóñòü ϕ(1) = I è ϕ(a′) = ϕ(a)′. Èíäóêöèåé ïî a ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ

âñþäó îïðåäåëåíîé è âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì P1 íà P2.
Äàëåå èíäóêöèåé ïî b íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ϕ(a +1 b) = ϕ(a) +2 ϕ(b)
ϕ(a ·1 b) = ϕ(a) ·2 ϕ(b)

äëÿ âñåõ a ∈ N.
Çàäà÷è.

5.1 ßâëÿþòñÿ ëè 〈N,−, · 〉 è 〈Z,−, · 〉 ïîëóêîëüöàìè?
5.2 ßâëÿþòñÿ ëè 〈Z,+, · 〉 è 〈Q,+, · 〉 ïîëóêîëüöàìè?
5.3 Ïóñòü 2N = {2a | a ∈ N}. Áóäåò ëè 〈2N,+, · 〉 ïîëóêîëüöîì?
5.4 Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçì ïîëóãðóïï 〈N, +〉 è 〈2N, +〉
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Ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
Åñëè äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî m = n+k, òî ãîâîðÿò,
÷òî m áîëüøå n. Ýòî îòíîøåíèå îáîçíà÷àåòñÿ êàê m > n èëè n < m è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
Ëåììà 11. Åñëè k > m, m > n, òî k > n.

Ëåììà 12. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n âåðíî îäíî èç òðåõ îòíîøåíèé m = n,
m > n èëè n > m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíîå ëåììå: äëÿ êàæäîãî
n ∈ N îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ An = {m | n > m}, {n} è Bn = {m | m > n} ðàâíî ìíîæåñòâó âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Áàçà èíäóêöèè. Ïóñòü n = 1. Òîãäà ëþáîå ÷èñëî m 6= 1 ïî ëåììå 5 èìååò ïðåäøåñòâóþùåå
÷èñëî k, ÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâàì k′ = k + 1 = m. Èç êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
m = 1 + k äëÿ k ∈ N. Ýòî îçíà÷àåò m > 1 äëÿ âñåõ m ∈ N, êðîìå åäèíèöû.

Øàã èíäóêöèè. Èñïîëüçóÿ ëåììó 11, ëåãêî ðàçîáðàòü, ÷òî

An+1 = An ∪ {n} è Bn+1 = Bn\{n + 1}.
Òîãäà An+1 ∪ {n + 1} ∪Bn+1 = N. Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 13. Íåðàâåíñòâî m > n ðàâíîñèëüíî, êàæäîìó èç íåðàâåíñòâ

m + k > n + k è mk > nk

äëÿ ëþáîãî k ∈ N.

Ëåììà 14. Èç íåðàâåíñòâà m > n è a > b ñëåäóåò

am > bn.

Ëåììà 15. ×èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ñðåäè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èëè äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ
ëþáîãî n ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî n > 1.

Ëåììà 16 (àêñèîìà Àðõèìåäà). Äëÿ ëþáûõ m è n ñóùåñòâóåò ÷èñëî k òàêîå, ÷òî mk > n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âçÿòü k ðàâíûì n + 1. Ïîñêîëüêó m > 1, òî ïî ëåììå 14 ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî (n + 1)m > n · 1 = n.

Ëåììà 17. Íå ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà, ÷òî n + 1 > m > n.

Ëåììà 18. Ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñîäåðæèò íàèìåíüøåå ÷èñëî.
Çàäà÷è.

6.1 Ïîêàæèòå, ÷òî 3 > 1.
6.2 Ïîêàæèòå, ÷òî nm > m äëÿ âñåõ m,n ∈ N.
6.3 Ïîêàæèòå, ÷òî n2 + m2 > 2nm äëÿ âñåõ m,n ∈ N.
6.4 Äîêàæèòå, ÷òî 2n > n2 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 4.
6.5 Âîññòàíîâèòå ïðîïóùåííûå äîêàçàòåëüñòâà ëåìì.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè
Íàòóðàëüíîå ÷èñëî p > 1 íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè p íå èìååò äåëèòåëåé, îòëè÷íûõ îò 1 è p.

Òåîðåìà 5 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè). Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè:

n = pa1
1 pa2

2 · ... · pak

k ,

ãäå p1, p2, ..., pk � ïðîñòûå ÷èñëà, a1, a2, ..., ak � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Çàäà÷è (íå îáÿçàòåëüíû äëÿ ðåøåíèÿ).

7.1 Íà êàêóþ öèôðó çàêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 777777?
7.2 Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 4x + 2y = 2007.
7.3 Ìîæåò ëè ðàçíîñòü ÷èñåë âèäà n2 + 2n ðàâíÿòüñÿ 2006?
7.4 Ðàçëîæèòå 2009 íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè.
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Ãëàâà 3
Öåëûå ÷èñëà Z

Ìèíèìàëüíûì êîëüöîì, ñîäåðæàùèì ïîëóêîëüöî H, íàçûâàåòñÿ êîëüöî M ñî ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì: åñëè H ïîäìíîæåñòâî X, òî M ïîäêîëüöî X.

Îïðåäåëåíèå 19. Ìèíèìàëüíîå êîëüöî, ñîäåðæàùåå ïîëóêîëüöî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ
êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë 〈Z, +, · 〉.
Çàìå÷àíèå. Çäåñü ¾Z ñîäåðæèò N¿ èìååò ñìûñë ¾Z ñîäåðæèò ïîëóêîëüöî èçîìîðôíîå N¿. Ýòî
åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó ìû íå ðàçëè÷àåì èçîìîðôíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû.

Òåîðåìà 6. Êîëüöî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ N∪ {0} ∪N−, ãäå N− � íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî, áèåêòèâíîå N.

Îïðåäåëåíèå 20. Ðàçíîñòüþ äâóõ öåëûõ ÷èñåë m è n íàçûâàåòñÿ ÷èñëî x òàêîå, ÷òî x + n = m.
×èñëî x îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç m− n.

Ñóùåñòâîâàíèå êîëüöà öåëûõ ÷èñåë
Â ýòîì ïàðàãðàôå ïîñòðîèì êîëüöî èçîìîðôíîå îáû÷íîìó êîëüöó öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ ýòîãî ðàñ-

ñìîòðèì Z̄ = {(a, b) | a, b ∈ N}. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (a, b) è (c, d) ∈ Z̄ ýêâèâàëåíòíû òîëüêî â ñëó÷àå

(a, b) ∼ (c, d) ⇔ a + d = c + b.

Çàìå÷àíèå. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äâîéêå (a, b) ñîîòâåòñòâóåò a− b ∈ Z.
ßñíî, ÷òî 1 âñåãäà (a, b) ∼ (a, b);

2 åñëè (a, b) ∼ (c, d), òî (c, d) ∼ (a, b);
3 åñëè (a, b) ∼ (c, d) è (c, d) ∼ (e, f), òî (a, b) ∼ (e, f).

Îòíîøåíèÿ, îáëàäàþùèå òðåìÿ ñâîéñòâàìè 1, 2, è 3 íàçûâàþòñÿ îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíò-
íîñòè. Òàêèå îòíîøåíèÿ ðàçáèâàþò Z̄ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷àþò ÷åðåç Z̄/∼.
Ïðèìåð. Äâóõìåñòíîå îòíîøåíèå A ∼ B � ¾A è B ó÷àòñÿ â îäíîé ó÷åáíîé ãðóïïå¿ íà ìíîæåñòâå S
ñòóäåíòîâ ÈÌÈ ßÃÓ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè � ó÷åáíûå
ãðóïïû, ìíîæåñòâî S/∼ � ìíîæåñòâî ó÷åáíûõ ãðóïï.

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé (a, b), îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (a, b).
Ïðèìåð. Åñëè Èâàí À. èç ãðóïïû ÌÏÎ-97, òî Èâàí À. = ÌÏÎ-97.

Îïðåäåëèì íà Z̄/∼ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d);
(a, b) · (c, d) = (ac + bd, ad + bc).

Åñëè A, B,C, D ∈ Z̄/∼, A ∼ C è B ∼ D, òî

A + B ∼ C + D è A ·B ∼ C ·D.

Îòñþäà ñëåäóåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè Z̄/∼.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî 〈Z̄/∼,+, · 〉 � êîëüöî. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì àêñèîìû êîëüöà.
1) Ñëîæåíèå î÷åâèäíî àññîöèàòèâíî.
2) Íóëåâîé ýëåìåíò (1, 1) ∈ Z̄/∼ ñóùåñòâóåò.
3) Îáðàòíûì ýëåìåíòîì (a, b) ÿâëÿåòñÿ (b, a) ∈ Z̄/∼.
4) Ñëîæåíèå î÷åâèäíî êîììóòàòèâíî.
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5) Ïðîèçâåäåíèå àññîöèàòèâíî.
6) Ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíî ïî ñëîæåíèþ.
Âûäåëèì ìíîæåñòâî N̄ = {(a + 1, 1) | a ∈ N} ⊆ Z̄. Î÷åâèäíî, N̄/∼ ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé, èçî-

ìîðôíîé N.
Ïîêàæåì, ÷òî Z̄/∼ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì êîëüöîì, ñîäåðæàùèì N.
Îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíîå êîëüöî, ñîäåðæàùåå N̄, ÷åðåç M.
Ïîñêîëüêó M ìèíèìàëüíîå êîëüöî, òî M ⊂ Z̄/∼.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé (a, b) ∈ Z̄/∼ ðàâíûé (a + 2, b + 2). Òîãäà (a + 1, 1) è (b + 1, 1) ∈ N̄ ⊆

M. Îáðàòíûé (1, b + 1) ê ýëåìåíòó (b + 1, 1) äîëæåí ïðèíàäëåæàòü M. Òåïåðü ñóììà (a + 1, 1) +
(1, b + 1) = (a + 2, b + 2) òàêæå ïðèíàäëåæèò M. Ñëåäîâàòåëüíî, Z̄/∼ ⊆M.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z̄/∼.

Ìû ïðåäñòàâèëè ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî (a, b) â âèäå ðàçíîñòè äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
(a + 1, 1) + (1, b + 1). Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 19. Êàæäîå öåëîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè äâóõ íàòóðàëüíûõ.

Êëàññ (a + 1, 1) îáîçíà÷àþò ÷åðåç a, (1, a + 1) ÷åðåç −a, (1, 1) � 0.
Çàäà÷è (íå îáÿçàòåëüíûå äëÿ ðåøåíèÿ).

8.1 Êàêîé ýëåìåíò Z̄/∼ ñîîòâåòñòâóåò −1 è 0?
8.2 Ïóñòü íà Z çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: a ∼ b ⇔ n|(a− b) äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n.

Íàéòè |Z/∼|. Äîêàçàòü, ÷òî 〈Z/∼,+, · 〉 ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Ñâîéñòâà öåëûõ ÷èñåë
Ëåììà 20. Äëÿ êàæäîãî a ∈ Z âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

a · 0 = 0 · a = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà íóëÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî a · 0 = a · (0 + 0). Ñîãëàñíî äèñòðèáó-
òèâíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0. Â ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè
ðàâåíñòâà a · 0 = a · 0 + a · 0 ïðèáàâèì îáðàòíûé ýëåìåíò a · 0. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî a · 0 = 0.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 21. Äëÿ âñåõ a, b ∈ Z âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

(−a) · b = a · (−b) = −(a · b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñóììó (−a) · b + a · b. Ñîãëàñíî çàêîíó äèñòðèáóòèâíîñòè ýòà
ñóììà ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, (−a) · b ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê a · b.

Ïî äèñòðèáóòèâíîñòè ñóììà a · (−b)+a · b = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, a · (−b) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê a · b.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 22. Äëÿ ëþáîãî a ∈ N ïðîèçâåäåíèå (−1) · a ðàâíî îáðàòíîìó −a :

(−1) · a = −a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì ïðîèçâîëüíîå öåëîå (n,m) ∈ Z̄/∼ íà (1, 2). Ðåçóëüòàò (n,m) ·
(1, 2) = (n + 2m,m + 2n). Î÷åâèäíî, (n + 2m, m + 2n) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ýëåìåíòîì ê (m,n). Ëåì-
ìà äîêàçàíà.

Ëåììà 23. Äëÿ âñåõ a, b, c ∈ Z âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

a · (b− c) = a · b− a · c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç äèñòðèáóòèâíîñòè óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è ïðåäû-
äóùèõ ëåìì:

a · (b− c) = a · (b + (−c)) = a · b + a · (−c) = a · b− a · c.
Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 24. Óìíîæåíèå öåëûõ ÷èñåë êîììóòàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 19 âñÿêîå öåëîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë x = a− b, y = c− d.

x · y = (a− b) · (c− d) = a · c− b · c + b · d− a · d
= ca− cb + db− da = c(a− b) + d(b− a) = (c− d)(a− b)
= y · x.

Ëåììà äîêàçàí.

Ëåììà 25. Êâàäðàò íåíóëåâîãî öåëîãî ÷èñëà n ∈ Z ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Êâàäðàò ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî ÷èñëà (n, m) ∈ Z̄/∼ ðàâåí (n2 + m2, 2nm). Èç íåðàâåíñòâà Êîøè

n2 + m2 > 2nm ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàò ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðèìåð. Â êîëüöå ìàòðèö óìíîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì:
(

1 1
1 0

)(
1 1
2 2

)
=

(
3 3
1 1

)
,

(
1 1
2 2

)(
1 1
1 0

)
=

(
2 1
4 2

)
.

Ëåììà 26. Åñëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíî íóëþ, òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ðàâíî
íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå îò îáðàòíîãî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùå-
ñòâóþò íåíóëåâûå öåëûå ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî a · b = 0. Ðàññìîòðèì êâàäðàò ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ
c = (a · b)2 = (a · b) · (a · b). Èñïîëüçóÿ êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî c = (a · b) · (b · a).
Àññîöèàòèâíîñòü ïîçâîëÿåò èçìåíèò ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: c = a2 · b2. Ïî-
ñêîëüêó ïî ëåììå 25 êâàäðàòû a2, b2 ∈ N, òî c ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû a · b = 0, ñ
äðóãîé ñòîðîíû (a · b)2 = c 6= 0.

Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.
Çàäà÷è (íå îáÿçàòåëüíûå äëÿ ðåøåíèÿ).

8.1 Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ Z ñïðàâåäëèâî 0− a = −a.
8.2 Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a, b ∈ Z ñïðàâåäëèâî (−a)(−b) = ab.
8.3 Óðàâíåíèÿ âèäà

α1a1 + α2a2 + . . . αnan, α1, . . . αn ∈ Z,

êîòîðûå íóæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî a1, . . . , an ∈ Z, íàçûâàþòñÿ äèîôàíòîâûìè. Íàéòè âñå
ðåøåíèÿ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ 2a + 3b = 1.

Ïîðÿäîê â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë.
Îïðåäåëåíèå 21. Åñëè a− b ∈ N, òî a áîëüøå b èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, b ìåíüøå a. Ýòî îòíîøåíèå
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a > b è b < a.

Ëåììà 27. Äëÿ âñåõ a, b öåëûõ ÷èñåë âåðíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé: ëèáî a > b, ëèáî
b > a, ëèáî a = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì a−b. Ïîñêîëüêó a−b ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, òî ëèáî a−b ∈ N+,
ëèáî a− b ∈ N−, ëèáî a− b = 0. Ëåììà äîêàçàíà.

9.1 Ïîêàæèòå, ÷òî 2 + (−3) = −1.
9.2 Ïîêàæèòå, ÷òî −1(2) = −2.
9.3 Ïîêàæèòå, ÷òî 7 · 2 = 14.
9.4 Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a, b ∈ Z ñïðàâåäëèâî a2 + b2 > 2ab.
9.5 Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Z è n ∈ N ñïðàâåäëèâî

(1 + a)n > 1 + na.
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Ãëàâà 4
Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà Q

Ìèíèìàëüíûì ïîëåì, ñîäåðæàùèì êîëüöî K, íàçûâàåòñÿ ïîëå P ñî ñâîéñòâîì: åñëè K ïîä-
êîëüöî ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ F, òî P ïîäïîëå F.

Îïðåäåëåíèå 22. Ìèíèìàëüíîå ïîëå, ñîäåðæàùåå êîëüöî öåëûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë 〈Q,+, · 〉.
Çàìå÷àíèå. Çäåñü ¾Q ñîäåðæèò Z¿ èìååò ñìûñë ¾Q ñîäåðæèò êîëüöî èçîìîðôíîå Z¿. Ýòî åñòå-
ñòâåííî, ïîñêîëüêó ìû íå ðàçëè÷àåì èçîìîðôíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû.

Ñóùåñòâîâàíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
Ïîñòðîèì ïîëå Q̄, èçîìîðôíîå ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü ìíîæåñòâî

T = Z× N = {(a, b) | a ∈ Z, b ∈ N}.

Ñ÷èòàåì, ÷òî (a, b) ∈ T è (c, d) ∈ T ýêâèâàëåíòíûìè, ò.å. (a, b) ∼ (c, d), åñëè ad = bc.
Çàìå÷àíèå. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äâîéêå (a, b) ñîîòâåòñòâóåò a/b ∈ Q.

ßñíî, ÷òî 1 âñåãäà (a, b) ∼ (a, b);
2 åñëè (a, b) ∼ (c, d), òî (c, d) ∼ (a, b);
3 åñëè (a, b) ∼ (c, d) è (c, d) ∼ (e, f), òî (a, b) ∼ (e, f).

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ∼ ðàç-
áèâàåò T íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû. Êëàññ, ñîäåðæàùèé (a, b), áóäåì îáîçíà÷àòü êàê (a, b).
Ïðèìåð. (4, 3) = (8, 6), ïîñêîëüêó (4, 3) ∼ (8, 6).

Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî êëàññîâ T/∼. îáîçíà÷èì ÷åðåç Q̄.

Îïðåäåëåíèå 23. Ââåäåì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå Q̄ :

(a, b) + (c, d) = (ad + bc, bd).

Ëåììà 28. 〈Q̄,+〉 � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ¾+¿ íà Q̄ îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ âñþäó îïðåäåëåííûõ
îïåðàöèé, ïîýòîìó ¾+¿ ÿâëÿåòñÿ âñþäó îïðåäåëåííîé îïåðàöèåé.

Ïðîâåðèì àêñèîìû ãðóïïû äëÿ 〈Q̄, +〉.
Àññîöèàòèâíîñòü. Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî âûðàæåíèé

(
(a, b) + (c, d)

)
+ (e, f) = (ad + bc, bd) + (e, f)

è
(a, b) +

(
(c, d) + (e, f)

)
= (a, b) + (cf + de, df).

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî îáà âûðàæåíèÿ ðàâíû

(adf + bcf + bde, bdf).

Ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà. Ýëåìåíò (0, 1) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì. Ðàññìîòðèì ñëî-
æåíèå (0, 1) ñ ïðîèçâîëüíûì ðàöèîíàëüíûì (a, b) :

(a, b) + (0, 1) = (0, 1) + (a, b) = (a, b).
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Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Äëÿ ýëåìåíòà (a, b) îáðàòíûì ÿâëÿåòñÿ (−a, b). Ðàñ-
ñìîòðèì èõ ñëîæåíèå:

(a, b) + (−a, b) = (−a, b) + (a, b) = (0, b) = (0, 1).

Êîììóòàòèâíîñòü. Î÷åâèäíî.
Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 24. Ââåäåì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå Q̄ :

(a, b) · (c, d) = (ac, bd).

Ëåììà 29. 〈Q̄, · 〉 � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àññîöèàòèâíîñòü. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:
(
(a, b) · (c, d)

) · (e, f) = (ac, bd) · (e, f) = (ace, bdf)
= (a, b) · (ce, df) = (a, b) · ((c, d) · (e, f)

)
.

Ñóùåñòâîâàíèå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà. Åäèíè÷íîñòü ýëåìåíòà (1, 1) ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî
ðàâåíñòâà

(a, b) · (1, 1) = (a, b).

Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (a, b) 6= (0, 1) ýëåìåíò
{

(b, a) ïðè a > 0,

(−b,−a) ïðè a < 0

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê (a, b).
Êîììóòàòèâíîñòü.

(a, b) · (c, d) = (ac, bd) = (c, d) · (a, b).

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ëåììû 28 è 29 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé

Òåîðåìà 7. 〈Q̄, +, · 〉 � êîììóòàòèâíîå ïîëå.

Òåîðåìà 8. 〈Q̄, +, · 〉 � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Z ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì Q. Ðàññìîòðèì Z ∼= Z × {1}/∼ = {(a, 1) | a ∈ Z}.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âçÿòèå îáðàòíîãî, ñëîæåíèå è ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ Z äàåò ýëåìåíò Z :

(a, 1) + (b, 1) = (a + b, 1), (a, 1) · (b, 1) = (ab, 1), −(a, 1) = (−a, 1),

Òàêèì îáðàçîì, Z ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì Q.
Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì Z ∼= Z. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : Z→ Z çàäàíî ïî ïðàâèëó

f
(
(a, 1)

)
= a.

1. Îòîáðàæåíèå f âñþäó îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà (a, 1) ∈ Z ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò a ∈ Z òàêîé, ÷òî f

(
(a, 1)

)
= a.

2. Îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì íà Z, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ Z ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò (a, 1) ∈ Z òàêîé, ÷òî f

(
(a, 1)

)
= a.

3. Èç ðàâåíñòâà f
(
(a, 1)

)
= f

(
(b, 1)

)
ñëåäóåò, ÷òî a = b, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå f âçàèìíîîäíî-

çíà÷íî.
Òàêèì îáðàçîì, f ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, çàäàþùåé èçîìîðôèçì Z ∼= Z.
Q ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîëåì, ñîäåðæàùèì Z. Ìèíèìàëüíîå ïîëå, ñîäåðæàùåå Z, îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Q. ßñíî, ÷òî Q ⊂ Q.
Â ïîëå ñ êàæäûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì Q ñîäåðæèò è îáðàòíûé ýëåìåíò. Ïîýòîìó îáðàòíûå

ýëåìåíòû (1, a) ÷èñåë âèäà (a, 1) ∈ Z ñîäåðæàòñÿ â Q. Òîãäà â Q ñîäåðæàòñÿ âñå ýëåìåíòû âèäà (b, a)
êàê ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë âèäà (1, a) è (b, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, Q ⊂ Q.

Òàêèì îáðàçîì, Q = Q � ìèíèìàëüíîå ïîëå, ñîäåðæàùåå Z.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
Äàëåå âìåñòî (a, b) âñåãäà ïèøåì a

b . Èç òåîðåìû 8 ñëåäóåò

Òåîðåìà 9. Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ
{a

b
| a ∈ Z, b ∈ N

}
,

ãäå îïåðàöèè ¾+¿ è ¾·¿ îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

a

b
+

c

d
=

ad + bc

bd
,

a

b
· c

d
=

ac

bd
.

Çàäà÷è.
10.1 Ïîêàæèòå, ÷òî (1010, 55) ∼ (105 · 25, 1).
10.2 Ïîêàæèòå, ÷òî (1, 2) = (3, 6).
10.3 Âû÷èñëèòå (1, 2) + (3, 7), (1, 5) · (2, 3), (2, 3) · (2, 5),
10.4 Ðåøèòå óðàâíåíèå

(
(x, y) + (2, 5)

) · (5, 11) = (1, 2).

Óïîðÿäî÷åííîå ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
Îïðåäåëåíèå 25. Åñëè a

b , c
d ∈ Q è ad < bc, òî a

b áîëüøå c
d èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, c

d ìåíüøå a
b . Ýòî

îòíîøåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
a

b
>

c

d
,

c

d
<

a

b
.

Ëåììà 30. Äëÿ âñåõ a
b è c

d ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âåðíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé: ëèáî
a
b > c

d , ëèáî a
b < a

b , ëèáî a
b = c

d .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ad, bc ∈ Z. Ïî ëåììå îá óïîðÿäî÷èâàíèè öåëûõ ÷èñåë âåðíî
îäíî èç óòâåðæäåíèé ëèáî ad > bc, ëèáî ad < bc, ëèáî ad = bc. Êàæäûé èç ýòèõ óòâåðæäåíèé
ðàâíîñèëüíî ñ îäíèì èç óòâåðæäåíèé ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 31 (Àêñèîìà Àðõèìåäà). Äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà a
b ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå,

÷èñëî, áîëüøåå ÷åì a
b .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàâíèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî |a|+ 1 ñ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì a
b . Ïîñêîëüêó

b(|a|+ 1) > |a|+ 1 > a,

òî ëåììà âåðíà.

Ñóùåñòâîâàíèå íå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Ëåììà 32. Åñëè a2 = 2, òî a /∈ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî âåðíî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ñóùåñòâóåò íåñîêðàòèìàÿ
äðîáü a

b ∈ Q òàêàÿ, ÷òî
(

a
b

)2 = 2. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ a2 = 2b2. Íåñëîæ-
íî óâèäåòü, ÷òî a2 ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì.
Ïóñòü a = 2u. Òîãäà èññëåäóåìîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ 2u2 = b2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî b
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì. Ïðîòèâîðå÷èå ñ íàøèì äîïóùåíèåì î òîì, ÷òî a

b ÿâëÿåòñÿ íåñîêðàòèìîé äðîáüþ.
Ëåììà äîêàçàíà.
Çàäà÷è.

11.1 Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî
√

3 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.
11.2 Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó ÷èñëàì (1, 2) è (1, 1) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë.
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Ãëàâà 5
Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà R

Îïðåäåëåíèå 26. Ðàçáèåíèåì A|A′ ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ïàðà íåïóñòûõ
ìíîæåñòâ A,A′ ⊆ Q òàêèõ, ÷òî A∪A′ = Q è A∩A′ =Ø. Ðàçáèåíèå A|A′ ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì, åñëè äëÿ ëþáûõ a ∈ A è a′ ∈ A′ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî a < a′.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ íèæíèì êëàññîì ñå÷åíèÿ, à A′ � âåðõíèì êëàññîì ñå÷åíèÿ.

Ëåììà 33. Íå ñóùåñòâóþò ñå÷åíèÿ A|A′ òàêèå, ÷òî A èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò è A′ ñîäåð-
æèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îò îáðàòíîãî. Äîïóñòèì A èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò a, à A′ èìååò
íàèìåíüøèé ýëåìåíò a′. Òîãäà ÷èñëî a+a′

2 ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì è íå ñîäåðæèòñÿ íè â A,

íè â A′, ïîñêîëüêó áîëüøå íàèáîëüøåãî a < a+a′
2 è ìåíüøå íàèìåíüøåãî a+a′

2 < a′. Ïðîòèâîðå÷èå
ñ òåì, ÷òî A|A′ ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì. Ëåììà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì ñå÷åíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî òðåõ òèïîâ:
à) {x ∈ Q |x < a}|{x ∈ Q | a 6 x} äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Q;
á) {x ∈ Q |x 6 a}|{x ∈ Q | a < x} äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Q;
â) A|A′, ãäå A íå èìååò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, à A′ � ìèíèìàëüíûé.
Ïðèìåð. Ñå÷åíèå òèïà â):

Q− ∪ {0} ∪ {x ∈ Q+|x2 6 2}|{x ∈ Q+| 2 < x2}.

Îïðåäåëåíèå 27. Ìíîæåñòâî âñåõ ñå÷åíèé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâîì äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ñå÷åíèÿ òèïà â) íàçûâàþòñÿ èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ êàê R. Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó a
ñîïîñòàâëåíî ñå÷åíèå òèïà á).

Äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà α = A|A′ è β = B|B′ ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè A = B è A′ = B′.

Óïîðÿäî÷åíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
Îïðåäåëåíèå 28. Åñëè α = A|A′, β = B|B′ � ñå÷åíèÿ è A ⊂ B, òî β áîëüøå α èëè, èíà÷å ãîâîðÿ,
α ìåíüøå β. Ýòî îòíîøåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç α < β è β > α.

Ëåììà 34. Äëÿ âñåõ α è β äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âåðíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé: ëèáî
α > β, ëèáî α < β, ëèáî α = β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α = A|A′ è β = B|B′. Âîçìîæíû ñëó÷àè: ëèáî A ⊇ B, ëèáî A ⊆ B,
ëèáî A = B. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 35. Èç α > β è β > γ ñëåäóåò α > γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α = A|A′, β = B|B′ è γ = C|C ′. Íåðàâåíñòâà α > β è β > γ îçíà÷àþò
A ⊃ B è B ⊃ C. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî A ⊃ C, ÷òî îçíà÷àåò α > γ. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñóììà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
Îïðåäåëåíèå 29. Ñóììîé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α = A|A′, β = B|B′ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî γ = C|C ′
òàêîå, ÷òî

C = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}.
×èñëî γ îáîçíà÷àåòñÿ êàê α + β.

Ëåììà 36. Ñëîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

A|A′ + B|B′ = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}|{a + b | a′ ∈ A′, b′ ∈ B′}

= {b + a | b ∈ B, a ∈ A} | {b + a | b′ ∈ B′, a′ ∈ A′} = B|B′ + A|A′.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé

Ëåììà 37. Ñëîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé.

Ëåììà 38. Äëÿ ëþáîãî α ∈ R
α + 0 = α.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî 0 çàäàåòñÿ ñå÷åíèåì Q− ∪{0}|Q+. Ïóñòü α = A|A′. Ëåììà ñëåäóåò èç
ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ

A|A′ +Q− ∪ {0}|Q+ =
{
a + b | a ∈ A, b ∈ Q− ∪ {0}} | . . . = A|A′.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèìè ðàññóæäåíèÿìè.
Åñëè c ∈ {a + b | a ∈ A, b ∈ Q− ∪ {0}} , òî c = a + b äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ A è b 6 0; ñëåäîâàòåëüíî,

c 6 a ∈ A; òî c ∈ A.
Åñëè c ∈ A òî c = c + 0 ñëåäîâàòåëüíî, c ∈ {a + b | a ∈ A, b ∈ Q− ∪ {0}} .
Òàêèì îáðàçîì, {a + b | a ∈ A, b ∈ Q− ∪ {0}} = A.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 39. Äëÿ ëþáîãî α ∈ R ñóùåñòâóåò β ∈ R òàêîé, ÷òî

α + β = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå −A = {−a | a ∈ A}. Åñòåñòâåííî, òîãäà −A′ = {−a | a ∈
A′}.

Åñëè α = A|A′, òî ïóñòü β = −A′| −A è

C |C ′ = α + β.

Òîãäà
C = {a + b | a ∈ A, b ∈ −A′} = {a− b | a ∈ A, b ∈ A′}.

Èç íåðàâåíñòâà a < b äëÿ a ∈ A è b ∈ A′ ñëåäóåò, ÷òî a− b ∈ Q− è C ⊆ Q−. Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî è
îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.

Ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
Îïðåäåëåíèå 30. Ïðîèçâåäåíèåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α = A|A′, β = B|B′ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
γ = C|C ′ òàêîå, ÷òî

C = {ab | a ∈ A, b ∈ B}.
×èñëî γ îáîçíà÷àåòñÿ êàê α · β èëè αβ.

Ëåììà 40. Ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

A|A′ ·B|B′ = {ab | a ∈ A, b ∈ B}|{a′b′ | a′ ∈ A′, b′ ∈ B′}

= {ba | b ∈ B, a ∈ A} | {b′a′ | b′ ∈ B′, a′ ∈ A′} = B|B′ ·A|A′.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 41. Ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

A|A′ + B|B′ = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}|{a′ + b′ | a′ ∈ A′, b′ ∈ B′}

= {b + a | b ∈ B, a ∈ A} | {b′ + a′ | b′ ∈ B′, a′ ∈ A′} = B|B′ + A|A′.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 42. Äëÿ êàæäîãî α ∈ R
α · 1 = α.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî 1 çàäàåòñÿ ñå÷åíèåì {b | b 6 1}|{b′ | b′ > 1}. Ïóñòü α = A|A′. Ëåììà
ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ

A|A′ · {b | b 6 1}|{b′ | b′ > 1} = A|A′.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèìè ðàññóæäåíèÿìè.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 43. Äëÿ êàæäîãî α ∈ R ñóùåñòâóåò β ∈ R òàêîé, ÷òî

αβ = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå −A = {−a | a ∈ A}. Åñòåñòâåííî, òîãäà −A′ = {−a | a ∈
A′}.

Åñëè α = A|A′, òî ïóñòü β = −A′| −A è

C |C ′ = α + β.

Òîãäà
C = {a + b | a ∈ A, b ∈ −A′} = {a− b | a ∈ A, b ∈ A′}.

Èç íåðàâåíñòâà a < b äëÿ a ∈ A è b ∈ A′ ñëåäóåò, ÷òî a− b ∈ Q− è C ⊆ Q−. Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî è
îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ëåìì 36 - 43 ñëåäóåò

Òåîðåìà 10. 〈R, +, · 〉 � ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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Ãëàâà 6
Êîìïëåêñíûå ÷èñëà C
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