
Ýêçàìåíàöèîííûå âîïðîñû ïî "Àëãåáðå"
ÈÍÔ-09. 2 êóðñ, 3 ñåìåñòð. http://yktmath.narod.ru

1. Àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn.
2. Àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn[x].
3. Àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè.
4. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ. Òðèâèàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ. Ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ.
5. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ. Íåòðèâèàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ. Ëèíåéíî çàâèñè-

ìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ.
6. Ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ñèñòåìû âåêòîðîâ è ðàíãîì ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé

èç âåêòîðîâ.
7. Áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû áàçèñîâ Rn è Rn[x].
8. Ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
9. Êîîðäèíàòû âåêòîðà. Ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ.
10. Ôîðìóëà çàìåíû êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó.
11. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
12. Äëèíà âåêòîðà è ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè.
13. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè è êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè.
14. Ïåðïåíäèêóðÿíûå âåêòîðû è êðèòåðèé ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè âåêòîðîâ.
15. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
16. Îðòîãîíàëèçàöèÿ âåêòîðîâ Ãðàììà-Øìèäòà.
17. Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà âåêòîð.
18. Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ëèíåéíûå îïåðàòîðû). Ïðèìåðû.
19. Òåîðåìà î çàäàíèè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöåé. Ïðèìåðû.
20. Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rn[x] è çàäàíèå òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïîìîùüþ

ìàòðèöû.
21. Ñîáñòâåííîå ÷èñëî è ñîáñòâåííûé âåêòîð.
22. Òåîðåìà î õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå.
23. Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû.
24. Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé � ðàñòÿæåíèé, ñäâèãîâ è ïîâîðîòîâ.

Êàæäûé áèëåò ñîäåðæèò äâå çàäà÷è è îäèí òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ.
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1 Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

1.1 Àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ìíîæåñòâî V, íà êîòîðîì ââåäåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåê-
òîðîâ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð. Ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) v + w = w + v äëÿ ëþáûõ v, w ∈ V (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
2) v + (w + u) = (v + w) + u äëÿ ëþáûõ u, v, w ∈ V (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
3) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò ~0, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ V âûïîëíåíî v + ~0 = ~0 + v = v (ñóùå-

ñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ);
4) äëÿ ëþáîãî v ∈ V ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò w ∈ V, ÷òî v+w = w+ v = ~0 (ñóùåñòâîâàíèå

ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà).
5) λ(µv) = (λµ)v äëÿ ëþáûõ v ∈ V è λ, µ ∈ R (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð);
6) 1v = v äëÿ ëþáûõ v ∈ V (óìíîæåíèå íà åäèíèöó ñîõðàíÿåò âåêòîð).
7) (λ+ µ)v = λv + µv äëÿ ëþáûõ v ∈ V è λ, µ ∈ R (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà âåêòîð

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ñêàëÿðîâ);
8) λ(v+w) = λv+λw äëÿ ëþáûõ v, w ∈ V è λ ∈ R (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ).
Çàìå÷àíèå. Â êóðñå àëãåáðû âåêòîðû íå âûäåëÿþòñÿ ñòðåëêîé ñâåðõó.
Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ: Rn, Rn[x], C[a, b].

Âîïðîñû è çàäà÷è íà çàêðåïëåíèå

1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Rn ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ
âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ýëåìåíòàìè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå n äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn. Ñóììà äâóõ âåêòîðîâ è ïðîèçâåäåíèå íà ñêàëÿð îïðå-
äåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

(v1, v2, . . . , vn) + (w1, w2, . . . , wn) = (v1 + w1, v2 + w2, . . . , vn + wn);

λ · (v1, v2, . . . , vn) = (λv1, λv2, . . . , λvn).

2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Rn[x] ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ
âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ýëåìåíòàìè Rn[x] ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû a0 + a1x + . . . + anx

n ñî
ñòåïåíÿìè íå âûøå n ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè a0, a1, . . . , an. Îïåðàöèè íà Rn[x] �
îáû÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé αx2+βx3+γ sin x, α, β, γ ∈ R ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Îïåðàöèè çäåñü � îáû÷íûå îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ ôóíêöèè íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëà.

4. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé α2x+βx3 +γ sin x, α, β, γ ∈ R ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Îïåðàöèè çäåñü � îáû÷íûå
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ ôóíêöèè íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëà.

Ëåììà 1 Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R[x] ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâîì.

1.2 Ëèíåéíî çàâèñèìàÿ è íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ

Îïðåäåëåíèå 1 Ñèñòåìîé âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âåê-
òîðîâ.

Âûðàæåíèå âèäà
α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvn, α1, . . . , αn ∈ R

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñèñòåìû âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vn. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè α1 = . . . = αn = 0. Ñèñòåìà âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vn

òàêàÿ, ÷òî
α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvn = ~0, α1, . . . , αn ∈ R

òîëüêî â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.
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Îïðåäåëåíèå 2 Ñèñòåìû âåêòîðîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íàçûâà-
þòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, ò.å. ýòî ñèñòåìû âåêòîðîâ òàêèå, ÷òî

α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvn = ~0, α1, . . . , αn ∈ R

â íåêîòîðîì íå òðèâèàëüíîì ñëó÷àå.

Ïðèâåäåì ñïîñîá, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ëåãêî îïðåäåëèòü ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ïðîèçâîëü-
íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vn.

Îïðåäåëåíèå 3 Åñëè ìàòðèöà A ýëìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâåäåíà ê ñòóïåí÷à-
òîìó âèäó B, òî ðàíãîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ñòðîê B. Ðàíã
ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç rangA.

Òåîðåìà 1 (Êðèòåðèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ) Ñîñòàâèì èç êîîðäèíàò âåêòî-
ðîâ v1, v2, . . . , vn ìàòðèöó A.

Âåêòîðû v1, v2, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè è òîëüêî åñëè rangA ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-
íûì, ò.å. rangA = n.

Âîïðîñû è çàäà÷è íà çàêðåïëåíèå

1. Îïðåäåëèòå ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ v = (2,−4), w = (3,−6).
2. Îïðåäåëèòå ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ v = 1 + x2, w = 3− x2.
3. Îïðåäåëèòå ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ v = (1, 2, 3), w = (4, 5, 6), u = (7, 8, 9).
4. Îïðåäåëèòå ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ v = (1, 0, 1), w = (0, 1, 0), u = (−1, 1,−1).
5. Íàéäèòå ðàíã êàæäîé ìàòðèöû2 −1 3

0 1 0
0 3 2

 ,

2 −1 3
5 1 0
8 7 2

 ,

 4 1 3
−5 2 0
0 7 2

 ,

9 −1 0
2 −1 2
4 −7 4

 ,

2 4 −3
2 2 5
1 −2 4

 .

Îïðåäåëåíèå 4 Åñëè âåêòîð w ðàâåí íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñèñòåìû âåêòîðîâ v1,
v2, . . . , vn, òî ãîâîðÿò "w ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç v1, v2, . . . , vn".

Åñëè íåêîòîðàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vn ðàâíà íóëå-
âîìó âåêòîðó, òî ýòà ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé.

Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé íåçâàñèìîñòè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèñòåìû

âåêòîðîâ ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó òîëüêî â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå.
Ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè âñå íåòðèâèàëüíûå åå ëèíåéíûå

êîìáèíàöèè ñèñòåìû âåêòîðîâ íå ðàâíû íóëåâîìó âåêòîðó.

Ëåììà 2 Ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìà åñëè è òîëüêî åñëè õîòÿ áû îäèí âåêòîð èç
ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå.
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Êîîðäèíàòû âåêòîðà

Îïðåäåëåíèå 5 Ñèñòåìà âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vn ∈ V íàçûâàåòñÿ áàçèñîì âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V, åñëè

1) v1, v2, . . . , vn ∈ V � ëèíåéíî íåçàâèñèìà;
2) êàæäûé âåêòîð V ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû ýòîé ñèñòåìû âåêòîðîâ.
Ðàçìåðíîñòüþ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ â åãî áàçèñå.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Îïðåäåëåíèå 6 Ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V, êî-
òîðóþ íåëüçÿ äîïîëíèòü äî ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî, íàçûâàþò áàçèñîì V. Êîëè÷åñòâî âåê-
òîðîâ áàçèñà íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåâûðîæäåííóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó n × n. Ñòðîêè ýòîé ìàò-
ðèöû ñîñòàâëÿþò áàçèñ Rn. Ïðèìåð e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).

Ïðèìåð áàçèñà â Rn[x] � 1, x, x2, . . . , xn.

Âîïðîñû è çàäà÷è íà çàêðåïëåíèå

1. Ïîñòðîéòå ïðèìåð áàçèñà R3[x]. Óêàæèòå ðàçìåðíîñòü R3[x].
2. Ïîñòðîéòå ïðèìåð áàçèñà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé âèäà α cosx + βx + γex,

α, β, γ ∈ R. Óêàæèòå ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
3. Ïîñòðîéòå ïðèìåð âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 4.
4. Ïî÷åìó ñòðîêè ëþáîé ìàòðèöû n× n ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn?
5∗. (* � îçíà÷àåò ñëîæíàÿ çàäà÷à). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V è

U ðàçìåðíîñòè n ìîæíî ïîñòðîèòü âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå f ìåæäó âñåìè åå ýëåìåí-
òàìè (áèåêöèÿ) òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáûõ v, w ∈ V è α ∈ R âûïîëíåíî f(v + w) = f(v) + f(w) è
f(αv) = αf(v). Òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ áèåêöèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 7 Ïóñòü v1, v2, . . . , vn � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V. Òîãäà ëþáîé âåêòîð
v ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà

v = α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvn, α1, . . . , αn ∈ R.

Íàáîð ÷èñåë (α1, α2, . . . , αn) íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà v.

Êîîðäèíàòû âåêòîð âñåãäà îïðåäåëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî áàçèñà. Ïðè ðàáîòå ñ
íåñêîëüêèìè áàçèñàìè ìû áóäåì ïèñàòü v = (α1, . . . , αn)e, ÷òî îçíà÷àåò v = e1α1 + . . .+ enαn.

Ëåììà 3 (Îá åäèíñòâåííîñòè êîîðäèíàò) Êàæäûé âåêòîð èìååò åäèíñòâåííûé íàáîð êî-
îðäèíàò.

Âîïðîñû è çàäà÷è íà çàêðåïëåíèå

1. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà (2, 0, 4) â áàçèñå (2, 2, 3), (2, 1, 1), (6, 2, 2).
2. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà (1, 2,−2) â áàçèñå (1, 1, 1), (1, 2,−1), (1, 2, 0).
3. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà 1 + 2x− 3x2 â áàçèñå 1, x, x2.
4. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà 4− 2 + 2x2 â áàçèñå 1− x, 1 + x, 1 + x2.
5. Ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü âåêòîð ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè êîîðäèíàò?
6. Êàæäûé ëè âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû?
7. Ïîêàæèòå, ÷òî íàõîæäåíèå êîîðäèíàòû âåêòîðà ïî çàäàííîìó áàçèñó â Rn è ðåøåíèå

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé c n íåèçâåñòíûìè è n óðàâíåíèÿìè � ýòî ýêâèâàëåíòíûå çàäà÷è.
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1.3 Çàìåíà êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

Ïóñòü äàí "ñòàðûé" áàçèñ e1, e2, e3 â R3. Îïðåäåëèì "íîâûé" áàçèñ g1, g2, g3 â R3.

g1 = a11e1 + a12e2 + a13e3;

g2 = a21e1 + a22e2 + a23e3;

g3 = a31e1 + a32e2 + a33e3.

Íàéäåì çàâèñèìîñòü ìåæäó êîîðäèíàòàìè (α1, α2, α3)e è (α′1, α
′
2, α

′
3)g.

a = α1e1 + α2e2 + α3e3, a = α′1g1 + α′2g2 + α′3g3.

Òîãäà α1

α2

α3

 =

a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

 α′1α′2
α′3

 , A =

a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

 .

Ìàòðèöó A íàçûâàþò ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2, e3 ê áàçèñó g1, g2, g3.

Ëåììà 4 (Î ìàòðèöå ïåðåõîäà îò áàçèñà ê áàçèñó â R3) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 äà-
íû äâà áàçèñà

a = (a1, a2, a3),
b = (b1, b2, b3),
c = (c1, c2, c3),

p = (p1, p2, p3),
q = (q1, q2, q3),
r = (r1, r2, r3).

Òîãäà ìàòðèöà ïåðåõîäà îò êîîðäèíàò áàçèñà a, b, c ê êîîðäèíàòàì áàçèñà p, q, r ðàâíà

A =

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

−1 p1 q1 r1
p2 q2 r2
p3 q3 r3

 .

J Ïóñòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v èìååò êîîðäèíàòû (v1, v2, v3)abc îòíîñèòåëüíî áàçèñà a, b, c
è êîîðäèíàòû (w1, w2, w3)pqr îòíîñèòåëüíî áàçèñà p, q, r.

Ïî îïðåäåëåíèþ êîîðäèíàò v = v1a+ v2b+ v3c è v = w1p+ w2q + w3r.
Ñ îäíîé ñòîðîíû âûïèøåì êîîðäèíàòû v â ñòàíäàðòíîì áàçèñå

v = v1

a1

a2

a3

 + v2

b1b2
b3

 + v3

c1c2
c3

 =

v1a1

v1a2

v1a3

 +

v2b1
v2b2
v2b3

 +

v3c1
v3c2
v3c3

 =

v1a1 + v2b1 + v3c1
v1a2 + v2b2 + v3c2
v1a3 + v2b3 + v3c3

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, v èìååò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû â ñòàíäàðòíîì áàçèñåa1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 v1

v2

v3

 =

p1 q1 r1
p2 q2 r2
p3 q3 r3

 w1

w2

w3

 .

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîîðäèíàò ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ èìååò
ìàêñèìàëüíûé ðàíã. Ñëåäîâàòåëüíî,

I
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1.4 Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ

Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvn, ãäå α1, α2, . . . , αn "ïðîáå-
ãàþò" R, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vn. Îáîçíà÷àåòñÿ 〈v1, v2, . . . , vn〉.

Èíîãäà 〈v1, v2, . . . , vn〉 íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, íàòÿíóòûì íà âåêòîðû v1, v2, . . . , vn.

Ëåììà 5 Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vn ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà 〈v1, v2, . . . , vn〉 ÿâëÿ-
åòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Âîïðîñû è çàäà÷è íà çàêðåïëåíèå

1. Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà êîîðäèíàò îò áàçèñà (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) ê áàçèñó (4, 2, 3),
(2, 2, 4), (3, 0, 1).

2. Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà êîîðäèíàò îò áàçèñà (2, 2, 3), (2, 1, 1), (6, 2, 2) ê áàçèñó (1, 1, 1),
(1, 2,−1), (1, 2, 0).

3. Ìîæåò ëè ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà ê áàçèñó áûòü âûðîæäåííîé?

1.5 Èçîìîðôèçìû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 8 Îòîáðàæåíèå f : V → W íàçûâàåòñÿ áèåêöèåé, åñëè îíî
1) âçàèìíî îäíîçíà÷íî (f(u) = f(v)⇒ u = v);
2) âñþäó îïðåäåëåíî íà V (äëÿ ëþáîãî v ∈ V ñóùåñòâóåò f(v));
3) îòîáðàæàåò "íà" W (äëÿ ëþáîãî w ∈ W ñóùåñòâóåò v ∈ V òàêîå, ÷òî w = f(v));
Áèåêöèÿ f : V → W ìåæäó âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåê-

òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, åñëè îíà ñîõðàíÿåò îïåðöèè, ò.å. äëÿ ëþáûõ v, u ∈ V è ÷èñëà α ∈ R
4) f(v +V u) = f(v) +W f(w);
5) f(α ·V v) = α ·W f(v).
Çäåñü "+V "îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ, "·V "óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî â ïðîñòðàíñòâå

V ; "+W"îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ, "·W"óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî â W.
Åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ìåæäó V è W, òî âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà V è W íàçû-

âàþòñÿ èçîìîðôíûìè. Îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç V ∼= W.

Ïîñêîëüêó êîìïîçèöèÿ áèåêöèé ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî U ∼= V è V ∼= W, òî U ∼= W.

Òåîðåìà 2 (Îá èçîìîðôíîñòè n-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ) Êàæäîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè n èçîìîðôíî Rn.

1.6 Âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 9 Ïóñòü W ïîäìíîæåñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì. Òàêèå ïîäìíîæåñòâà W íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè V.

Òåîðåìà 3 (Êðèòåðèé ïîäïðîñòðàíñòâà) Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî è W ⊆ V íåêîòîðîå åãî ïîäìíîæåñòâî.

Òîãäà W ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì W åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíû âñå
ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ

1) äëÿ ëþáûõ v, w ∈ W ñóììà v + w ∈ W ;
2) äëÿ ëþáîãî w ∈ W è λ ∈ R ïðîèçâåäåíèå λw ∈ W ;

3) ~O ∈ W.

Ëåììà 6 Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîäìíîæåñòâî W ⊂ V ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v, u ∈ W âåðíî v + w ∈ V ;
2) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ W è λ ∈ R âåðíî λv ∈ V.
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C Áûëà äîêàçàíà òîëüêî ïîëîâèíà óòâåðæäåíèÿ: åñëè äâà óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî W � âåêòîð-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî V. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âñå àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
B

Ïðèìåðû:
W = 〈1, x〉 ïîäïðîñòðàíñòâî R3[x].

Òåîðåìà 4 Ïóñòü A � m× n-ìàòðèöà, v = (x1, x2, . . . , xn).
Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Av = 0 ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-

íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì Rn ðàçìåðíîñòè n− rangA.

Îïðåäåëåíèå 10 Ïóñòü v0 � âåêòîð, L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V.
Ìíîæåñòâî

{v0 + w | w ∈ L}
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ âåêòîðîì ñäâèãà v0 è íàïðàâëÿþùèì ïðîñòðàíñòâîì
L.

Åãî ðàçìåðíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü dimL.

Îïðåäåëåíèå 11 Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé íàçûâàåòñÿ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà åå ðåøåíèé.

Òåîðåìà 5 Ïóñòü v0 � ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Av = b è L � ïðîñòðàíñòâî
ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Av = ~O.

Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Av = b ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì ìíîãîîáðàçèåì (x0, L).

1.7 Ñóììèðîâàíèå è ïåðåñå÷åíèå âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 12 Ïóñòü U = 〈u1, u2, . . . , ur〉 è W = 〈w1, w2, . . . , ws〉 âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V.

Ïåðåñå÷åíèåì ïîäïðîñòðàíñòâ U è W íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî

U ∩W = {u | u ∈ U,w ∈ W}.

Ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ U è W íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî

U +W = {u+ w | u ∈ U,w ∈ W}.

Ñóììà ïîäðïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, åñëè èõ ïåðåñå÷åíèå èìååò ðàçìåðíîñòü 0.
Îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç U ⊕W.

Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê ïîäðîñòðàíñòâó U ïðîñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ

U⊥ = {(w1, w2, . . . , wn) | u1w1 + u2w2 + . . .+ unwn, äëÿ âñåõ (u1, u2, . . . , un) ∈ U}.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü U = 〈v1, v2, . . . vk〉. Òîãäà U⊥ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé 

←− v1 −→
←− v2 −→

. . .
←− vk −→

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
. . .
0


Òåîðåìà 7 Ïóñòü U è W âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V.

Òîãäà U ∩W = (U⊥ +W⊥)⊥.

Òåîðåìà 8 Ïóñòü U è W âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V.
Òîãäà dim(U +W ) = dimU + dimW − dimU ∩W.

Ëåììà 7 Ïóñòü U âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V.
Òîãäà ëþáîé áàçèñ U ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà V.
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1.8 Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ

Ïóñòü v1, v2, . . . , vn âåêòîðû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ëåììû, ïîç-
âîëÿþùèå âûÿñíèòü ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Òåîðåìà 9 Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ íå çàâèñèò îò
1) ïåðåñòàíîâêè ìåñòàìè âåêòîðîâ ñèñòåìû âåêòîðîâ;
2) îò óìíîæåíèÿ âåêòîðà ñèñòåìû âåêòîðîâ íà íåíóëåâîå ÷èñëî;
3) îò ïðèáàâëåíèÿ âåêòîðó ñèñòåìû âåêòîðîâ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äðóãèõ âåêòîðîâ ñè-

ñòåìû âåêòîðîâ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàóññà âåêòîðû âñåãäà ìîæíî ïðè-

âåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.
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Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 13 Ôóíêöèÿ ( · , · ) : V × V → R íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, åñëè
îíà îáëàäåò òðåìÿ ñâîéñòâàìè äëÿ âñåõ u,w, v

1) (u, v) = (v, u); êîììóòàòèâíîñòü

2) (u, u) > 0 êðîìå ñëó÷àÿ ( ~O, ~O) = 0; ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü
3) (u, λw + µv) = λ(u,w) + µ(u, v). ëèíåéíîñòü
Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì. Äëèíîé

(íîðìîé) âåêòîðà u íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
√

(u, u). Óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè u è w íàçûâàåòñÿ
óãîë α ∈ [0;π] òàêîé, ÷òî

cosα =
(u,w)

|u||w|
.

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà âåêòîð

Àëãîðèòì Ãðàììà-Øìèäòà

Ïóñòü v1, v2, . . . ,

e1 = v1;

e2 = v2 −
(v2, e1)

(e1, e1)
e1;

e3 = v3 −
(v3, e1)

(e1, e1)
e1 −

(v3, e2)

(e2, e2)
e2;

. . .

Ïðèìåíÿÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ê ñòîëáöàì ìàòðèöû ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êàæäóþ
íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó O ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå A = OU, ãäå O � îðòîãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà, à U � òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè.

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà ëèíåéíóþ îáëî÷êó âåêòîðîâ

Êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ëèíåéíîé îáëî÷êè

Îïðåäåëåíèå 14 Ðàññòîÿíèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B ⊂ E åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
íàçûâàåòñÿ

ρ(A,B) = inf
a∈A,b∈B

|AB|.

Òåîðåìà 10 Ïóñòü E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
Ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà v äî âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ E ðàâíî

ρ(v,W ) = |v −ÏðWv|.

Åäèíñòâåííûì áëèæàéøèì ê âåêòîðó v ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ÏðWv.

J
I
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Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (îïåðàòîðû)

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

Ïðåîáðàçîâàíèåì (îïåðàòîðîì) íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ϕ : V → V íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå
ïðàâèëî ñîïîñòàâëÿþùåå âåêòîðó v èç V âåêòîð w èç V. Ðåçóëüòàò îòîáðàæåíèÿ w îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç ϕ(v) èëè ϕv.

Ïðåîáðàçîâàíèå ϕ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ
v è w è ëþáîãî ÷èñëà α âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

ϕ(v + w) = ϕv + ϕw;

ϕ(αv) = αϕv.

Ðàññìîòðèì n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V. Âûáåðåì â V áàçèñ e1, e2, . . . , en è ïðî-
èçâîëüíûé âåêòîð v ñ êîîðäèíàòàìè (v1, v2, . . . , vn). Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n × n.
Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåêòîðó v ñîïîñòàâèì âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè

A


v1

v2

. . .
vn

 =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
an1 an2 . . . ann



v1

v2

. . .
vn

 .

Èç ñâîéñòâ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö A(B+C) = AB+AC è A(λB) = λAB ñëåäóåò ëèíåéíîñòü
ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Äàëåå ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü çàïèñü âåêòîðà v ∈ V ñ êîîðäèíàòàìè (v1, v2, . . . , vn) è åãî
âåêòîð-ñòîëáöà � ìàòðèöû ðàçìåðà n× 1, ò.å.

v = (v1, v2, . . . , vn), v =

v1

. . .
vn

 .

Ëåììà 8 Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V è åãî áàçèñ e1, e2, . . . , en.
Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f : V → V âåðíî ðàâåíñòâî

ϕ(x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen) = x1ϕ(e1) + x2ϕ(e2) + . . .+ xnϕ(en).

C Ïî ïåðâîìó ñâîéñòâó ϕ(x1e1 +x2e2 + . . .+xnen) = ϕ(x1e1)+ϕ(x2e2 + . . .+xnen). Ïî âòîðîìó
ñâîéñòâó ïîëó÷åííàÿ ñóììà ðàâíà x1ϕ(e1)+ϕ(x2e2+. . .+xnen). Ïðîäîëæàÿ âûâîäèòü ñëàãàåìûå
àðãóìåíòà, ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. B

Èç ýòîé ëåììû âûâåäåì âàæíîå ñëåäñòâèå î òîì, ÷òî êàæäîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæ-
íî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû.

Ñëåäñòâèå 1 (îá îñíîâíîì ñâîéñòâå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ) Ïóñòü V � âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n è áàçèñîì e1, . . . , en.

Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ : V → V ñóùåñòâóåò ìàòðèöà A ðàçìåðà dimV × dimV
òàêàÿ, ÷òî

ϕv = Aev.

Îïðåäåëåíèå 15 Ìàòðèöà Ae òàêàÿ, ÷òî ϕv = Aev íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ â áàçèñå e1, . . . , en.

Ëåììà 9 Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ : V → V âåðíî ðàâåíñòâî ϕ~0 = ~0.

C Âåêòîð ϕ(~0 + ~0), ñ îäíîé ñòîðíû, ðàâåí ϕ(~0). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïåðâîìó ñâîéñòâó, ðàâåí
ϕ(~0) +ϕ(~0). Åäèíñòâåííûì âåêòîðîì, óäîâëåòâîðÿþùèì ðàâåíñòâó v = v+ v, ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé
âåêòîð. B
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Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ

Îïðåäåëåíèå 16 Ãîâîðÿò, ÷òî äâå ìàòðèöû A è B ïîäîáíû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâû-
ðîæäåííàÿ ìàòðèöà T , ÷òî B = T−1AT. Ìàòðèöà T áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé, îñóùåñòâ-
ëÿþùåé ïîäîáèå (èëè ìàòðèöåé ïåðåõîäà).

Òåîðåìà 11 Ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà V â äâóõ
ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ ïîäîáíû. Ìàòðèöà ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà
ê äðóãîìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , en è g1, . . . , gn � äâå áàçû â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V.
Ïóñòü T � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , en ê áàçèñó g1, . . . , gn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî e1

. . .
en

 = T T

 g1

. . .
gn

 ,

α1

α2

α3

 = T

α′1α′2
α′3

 .

Ïóñòü A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ. Òîãäà

Ae

v1

v2

v3


e

=

w1

w2

w3


e

,

ãäå
(
v1 v2 v3

)T

e
� êîîðäèíàòû âåêòîðà v â áàçèñå e1, e2, . . . , en;

(
w1 w2 w3

)T

e
� êîîðäèíàòû

âåêòîðà w â áàçèñå e1, e2, . . . , en.
Òîãäà v1

v2

v3


e

= T

v′1v′2
v′3


g

è

w1

w2

w3


e

= T

w′
1

w′
2

w′
3


g

.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ áàçèñà g1, g2, g3 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

AeT

v′1v′2
v′3


g

= T

w′
1

w′
2

w′
3


g

.

Òîãäà

T−1AeT

v′1v′2
v′3


g

=

w′
1

w′
2

w′
3


g

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà

Îïðåäåëåíèå 17 Ïóñòü ϕ : V → V ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà; A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ.

×èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ, åñëè ðàçðåøèìà
ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (Aϕ − λE)v = 0, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Êàæäîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûå âåêòîð èëè âåêòîðû v òà-
êèå, ÷òî Av = λv.

Ïóñòü λ � íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ. Òîãäà îïðåäåëèòåëü χ(λ) = det(A− λE) ÿâëÿåòñÿ ìíî-
ãî÷ëåíîì ñòåïåíè n è íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ϕ.
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Òåîðåìà 12 (î êîðíÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà) Äåéñòâèòåëüíûå è êîìïëåêñ-
íûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ϕ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ.

C Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé êîðåíü λ0 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Òîãäà ìàòðèöà óðàâíå-
íèÿ (A − λ0E)v = 0 âûðîæäåíà ïî îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîýòîìó
ýòî óðàâíåíèÿ èìååò õîòÿ áû îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå v. Èç (A − λ0E)v = 0 ñëåäóåò ðàâåíñòâî
Av = λv B

Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû

Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì ê æîðäàíîâîé ôîðìå, åñëè îíà ñîñòîèò èç æîðäàíîâûõ
áëîêîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè èëè æîðäàíîâûõ êëåòîê

äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû


λ 0 . . . 0
0 λ 0

. . .
. . .

0 0 . . . λ

 , æîðäàíîâû êëåòêè


λ 1 . . . 0

0 λ
. . .

. . . . . .
. . . 1

0 0 . . . λ

 ,

è èõ äèàãîíàëè ëåæàò íà äèàãîíàëè B.

Òåîðåìà 13 (î ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ê æîðäàíîâîé ôîðìå) Ïóñòü A êâàäðàòíàÿ ìàò-
ðèöà n×n èìååò n ðàçëè÷íûõ ïàð (λ1, v1), (λ2, v2), . . . , (λn, vn) ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, òî ìàòðèöà

T =

 | | . . . |
v1 v2 . . . vn

| | . . . |


ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà ê æîðäàíîâîé ôîðìå

T−1AT =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λn

 .

Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé � ðàñòÿæåíèé. Ïóñòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ϕ íåêîòîðîãî n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V çàäàíî ìàòðèöåé

ϕv =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λn

 v.

Òîãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Óìíîæåíèå ψ(x) = λx íàçîâåì ðàñòÿæåíèåì ÷èñëîâîé îñè ñ êîýôôèöèåíòîì λ. ßñíî, ÷òî

åñëè λ > 1, òî ÷èñëîâàÿ îñü ðàñòÿíåòñÿ â λ ðàç. Ïðè λ ∈ (0; 1), ÷èñëîâàÿ îñü ñîæìåòñÿ â 1/λ
ðàç. Ïðè îòðèöàòåëüíûõ λ ïðîèçîéäåò òî æå ñàìîå, ÷òî ïðè |λ|, çàòåì íóæíî áóäåò ñäåëàòü
çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ x 7→ −x.

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ ðàñòÿíåò âäîëü îñè xj ïðîñòðàíñòâî V â λj ðàç.

Òåîðåìà 14 Åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n× n òàêàÿ, ÷òî

Av1 = λ1v1, Av2 = λ2v2, . . . , Avn = λnvn.
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Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî

AT = TJλ1,λ2,...,λn , ãäå T =


←− v1 −→
←− v2 −→

. . .
←− vk −→


T

è Jλ1,λ2,...,λn =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0

. . .

0 0 . . . λn

 .

C Ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè B

Òåîðåìà 15 Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 14 â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vn ìàò-
ðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé.

Ëåììà 10 Ïóñòü λ1, λ2, . . . , λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ðàçìåðà n× n.
Òîãäà

detA = λ1 · λ2 · . . . · λn.

C Ñëåäóåò èç òåîðåì 14, ?? è ïîäñ÷åòà îïðåäåëèòåëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû. B

Ëåììà 11 Åñëè A = AT , ò.å. ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè. ∇ á. ä. 4

Ëåììà 12 Ïóñòü (v1, v2, . . . , vn) � êîîðäèíàòû âåêòîðà v îòíîñèòåëüíî íîâîãî áàçèñà E =
{e1, e2, . . . , en} è

(w11, w12, . . . , w1n) � êîîðäèíàòû âåêòîðà w1 îòíîñèòåëüíî áàçèñà e
(w21, w22, . . . , w2n) � êîîðäèíàòû âåêòîðà w2 îòíîñèòåëüíî áàçèñà e

. . .
(wn1, wn2, . . . , wnn) � êîîðäèíàòû âåêòîðà wn îòíîñèòåëüíî áàçèñà e.

Òîãäà êîîðäèíàòû (v′1, v
′
2, . . . , v

′
n) âåêòîðà v îòíîcèòåëüíî ñòàðîãî áàçèñà W = {w1, w2, . . . ,

wn} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:
v1

v2

. . .
vn

 =


w11 w21 . . . wn1

w12 w22 . . . wn2

w1n w2n . . . wnn



v′1
v′2
. . .
v′n


C Ïåðåïèñàòü â âûðàæåíèè v = v′1w1 + v′2w2 + . . .+ v′nwn âåêòîðû w1, w2, . . . , wn ÷åðåç âåêòîðû
e1, e2, . . . , en B

Èçìåíåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó áàçèñó. Ïåðåõîä ê
íîâîìó áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû.

Ëåììà 13 Ïóñòü A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f îòíîñèòåëüíî ñòàðîãî áàçèñà
W, B � ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f îòíîñèòåëüíî íîâîãî áàçèñà E è T � ìàòðèöà
ïåðåõîäà îò ñòàðûõ êîîðäèíàò ê íîâûì. Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî B = T−1AT.

Òåîðåìà î æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû ïðè ñîâïàäåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 16 Ïóñòü f � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Rn òàêîå, ÷òî

Avk+1 = λk+1vk+1, Avk+2 = λk+2vk+2, . . . , Avn = λnvn

è ñîáñòâåííûå âåêòîðû vk+1, vk+2, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ñîâïàäàþò λ1 = λ2 = . . . = λk.
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Òîãäà ñóùåñòâóþò ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå ê íèì âåêòîðû v1, vk, . . . , vk òàêèå, ÷òî

vs1 7→f . . . 7→f v2 7→f v1 7→f 0;
vs2 7→f . . . 7→f vs1+2 7→f vs1+1 7→f 0;

. . .
vk 7→f . . . 7→f vst+2 7→f vst+1 7→f 0;

è âåðíî ðàâåíñòâî

AT = TJ, ãäå T =


←− v1 −→
←− v2 −→

. . .
←− vn −→


T

è J =


J1 . . .

J2 . . .
. . .

. . . Jt+1

. . . Jλk+1,λk+2,...,λn

 ,

ãäå

J1, J2, . . . , Jt+1 èìåþò âèä


λ1 1 0 . . . 0
0 λ1 1 0
0 0 λ1 0
...

...
. . . . . .

0 0 0 0 λ1


è ðàçìåðû s1 × s1, (s2 − s1)× (s2 − s1), . . . , (st+1 − st)× (st+1 − st) ñîîòâåòñòâåííî. ∇ á.ä. 4

1.9 Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Íàéäèòå ìàòðèöó A ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ òàêîãî, ÷òî ϕ(v1) = w1, ϕ(v2) = w2,
ϕ(v3) = w3, ãäå v1 = (−2, 0 , 1), v2 = (1,−1,−3), v3 = (−2,−1,−2), w1 = (2, 2,−3), w2 =
(3,−2, 6), w3 = (7, 1, 2 ).

Ðåøåíèå çàäà÷è. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî 2
2
−3

 = A

−2
0
1

 ,

 3
−2
6

 = A

 1
−1
−3

 ,

7
1
2

 = A

−2
−1
−2

⇔
 2 3 7

2 −2 1
−3 6 2

 = A

−2 1 −2
0 −1 −1
1 −3 −2

 .

Îòñþäà

A =

−2 1 −2
0 −1 −1
1 −3 −2

−1  2 3 7
2 −2 1
−3 6 2

 ,

−2 1 −2
0 −1 −1
1 −3 −2

−1

=

 1 −8 3
1 −6 2
−1 5 −2

 .

Ïðîâåðèì îáðàòíóþ ìàòðèöó−2 1 −2
0 −1 −1
1 −3 −2

  1 −8 3
1 −6 2
−1 5 −2

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò

A =

−23 37 5
−16 27 5
14 −25 −6

 .

2. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 2 è áàçèñ â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå 1, x, x2. Íàéäèòå ìàòðèöó ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ(P (x)) = (3x+ 2)P ′(x).
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Ðåøåíèå çàäà÷è. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé. Âìåñòî v1, v2 è v3 âûáåðåì
1, x, x2. Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü

ϕ1 = 0 =

0
0
0

 , ϕx = 3x+ 2 =

2
3
0

 , ϕx2 = 6x2 + 4x =

0
4
6


Òîãäà 0

0
0

 = A

1
0
0

 ,

2
3
0

 = A

0
1
0

 ,

0
4
6

 = A

0
0
1

⇔
0 2 0

0 3 4
0 0 6

 = A.

3. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàííîãî ìàòðè-
öåé  8 3 0

−12 −7 6
−3 −3 5


Ïîäñ÷èòàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

χ(λ) = det

 8− λ 3 0
−12 −7− λ 6
−3 −3 5− λ

 = −λ3 + 6λ2 − 3λ− 10.

Ïîäáåðåì êîðåíü χ(λ). ßñíî, ÷òî λ1 = −1 � êîðåíü. Íàéäåì

(−λ3 + 6λ2 − 3λ− 10) : (λ− (−1)) = −λ2 + 7λ− 10.

Îñòàëüíûå êîðíè ëåãêî íàéòè λ2 =
−7 +

√
9

−2
= 2 è λ3 =

−7−
√

9

−2
= 5.

Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà λ1 = −1, λ2 = 2, λ3 = 5 íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.
Â ñëó÷àå λ1 = −1 íåîáõîäèìî íàéòè íåíóëåâîå ÷àñòíîå ñ.ë.ó. 8− (−1) 3 0 0

−12 −7− (−1) 6 0
−3 −3 5− (−1) 0

⇔
 9 3 0 0
−12 −6 6 0
−3 −3 6 0

⇔
 −3 −3 6 0
−12 −6 6 0
9 3 0 0



⇔

 −3 −3 6 0
0 6 −18 0
0 −6 18 0

⇔
 1 1 −2 0

0 1 −3 0
0 0 0 0

⇔ (x1, x2, x3) = (−x3, 3x3, x3).

Ñîáñòâåííûé âåêòîð v1 = (−1, 3, 1).
Â ñëó÷àå λ1 = 2 ðåøèì î.ñ.ë.ó. 6 3 0 0
−12 −9 6 0
−3 −3 3 0

⇔
 2 1 0 0
−6 −6 6 0
−3 −3 3 0

⇔
 1 0 1 0

0 1 −2 0
0 0 0 0

⇔ (x1, x2, x3) = (−x3, 2x3, x3)

Ñîáñòâåííûé âåêòîð v2 = (−1, 2, 1).
Â ñëó÷àå λ1 = 5 ðåøèì î.ñ.ë.ó. 3 3 0 0

−12 −12 6 0
−3 −3 0 0

⇔
 1 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 0

⇔ (x1, x2, x3) = (−x2, x2, 0)

Ñîáñòâåííûé âåêòîð v3 = (1,−1, 0).
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Òîãäà ïî òåîðåìå î æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ñîïðÿæåíèå

T−1AT = J, ãäå T =

 | | |
v1 v2 v3

| | |

 =

−1 −1 1
3 2 −1
1 1 0

 è J =

−1 0 0
0 2 0
0 0 5

 .

Ïðîâåðèì.

A

−1 −1 1
3 2 −1
1 1 0

 =

 1 −2 5
−3 4 −5
−1 2 0

 è TJ =

 1 −2 5
−3 4 −5
−1 2 0

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, æîðäàíîâà ôîðìà J ìàòðèöû A íàéäåíà âåðíà.
4. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç çàäà÷è 2.
Ïîäñ÷èòàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

χ(λ) = det

−λ 2 0
0 3− λ 4
0 0 6− λ

 = −λ(λ− 3)(λ− 6).

Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà λ1 = 0, λ2 = 3, λ3 = 6 íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.
Â ñëó÷àå λ1 = 0 íåîáõîäèìî íàéòè íåíóëåâîå ÷àñòíîå ñ.ë.ó. 0 2 0 0

0 3 4 0
0 0 6 0

⇔ (x1, x2, x3) = (x1, 0, 0).

Ñîáñòâåííûé âåêòîð v1 = (1, 0, 0).
Â ñëó÷àå λ1 = 3 ðåøèì î.ñ.ë.ó. −3 2 0 0

0 0 4 0
0 0 3 0

⇔
 1 −2/3 0 0

0 0 1 0
0 0 0 0

⇔ (x1, x2, x3) = (2x2, 3x2, 0).

Ñîáñòâåííûé âåêòîð v2 = (2, 3, 0).
Â ñëó÷àå λ1 = 6 ðåøèì î.ñ.ë.ó. −6 2 0 0

0 −3 4 0
0 0 0 0

⇔
 1 −1/3 0 0

0 1 −4/3 0
0 0 0 0

⇔ (x1, x2, x3) = (4x3, 12x3, 9x3).

Ñîáñòâåííûé âåêòîð v3 = (4, 12, 9).
Òîãäà ïî òåîðåìå î æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ñîïðÿæåíèå

T−1AT = J, ãäå T =

 | | |
v1 v2 v3

| | |

 =

1 2 4
0 3 12
0 0 9

 è J =

0 0 0
0 3 0
0 0 6

 .

Ïðîâåðèì.

AT =

 0 2 0
0 3 4
0 0 6

 1 2 4
0 3 12
0 0 9

 =

0 6 24
0 9 72
0 0 54

 è TJ =

0 6 24
0 9 72
0 0 54

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, æîðäàíîâà ôîðìà J ìàòðèöû A íàéäåíà âåðíà.
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