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âîïðîñû íà õîðîøî: 4, 9, 10, 13, 16, 17, 18, 20, 22, 23, 25. òðîéêó: 1, 2, 5, 16, 17, 18, 19, 20, 22, 23, 25.

1. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñ.ë.ó.). Ðåøåíèå ñ.ë.ó. Ñîâìåñòíûå è
íåñîâìåñòíûå ñ.ë.ó. Êðàòêàÿ çàïèñü. Ýêâèâàëåíòíûå ñ.ë.ó. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ.ë.ó.

2. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ.ë.ó. Ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà.
3. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ.ë.ó. Îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà.
4. Ñòóïåí÷àòûé âèä ñ.ë.ó. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ñ.ë.ó. ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó

âèäó. Ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå.
5. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ax = b ñ îäíèì íåèçâåñòíûìè. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåí-

íîãî ðåøåíèÿ. Òåîðåìà î âûðîæäåííîì ñëó÷àå.
6. Ñ.ë.ó. ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè è äâóìÿ óðàâíåíèÿìè. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Êðè-

òåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ (ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ïàðàëëåëüíîñòè).
7. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 2× 2. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ.
8. Ïîäñòàíîâêà. ×èñëî ïîäñòàíîâîê n-îé ñòåïåíè. Èíâåðñèÿ. ×åòíîñòü ïîäñòàíîâêè σ è åå

çíàê sgn σ. Ëåììà î çíàêå ïðîèçâåäåíèÿ ïîäñòàíîâîê.
9. Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè n× n. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 3× 3.
10. Ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëÿ: ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ.

Ìàòðèöà ñ íóëåâîé ñòðî÷êîé èìååò íóëåâîé îïðåäåëèòåëü.
11. Ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëÿ: ïðè ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè ñòðîê ìàòðèöû A îïðåäåëèòåëü

det A ìåíÿåò çíàê.
12. Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ: ìàòðèöà A ñîäåðæàùàÿ õîòÿ áû äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè èìååò

íóëåâîé îïðåäåëèòåëü. ïðè óìíîæåíèè ñòðîêè ìàòðèöû A íà λ 6= 0, îïðåäåëèòåëü det A
óâåëè÷èòñÿ λ ðàç. Ìàòðèöà ñ ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñòðîêàìè èìååò íóëåâîé îïðåäåëèòåëü.

13. Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ: Ïóñòü Ai(v) � ìàòðèöà, ãäå ñ i-àÿ ñòðîêà çàïîëíåíà íàáîðîì
÷èñåë v. Òîãäà det Ai(v) + det Ai(w) = det Ai(v + w).

14. Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ: Åñëè îäíà èç ñòðîê ìàòðèöû A åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
äðóãèõ ñòðîê, òî îïðåäåëèòåëü det A = 0. Îïðåäåëèòåëü íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ê ëþáîé ñòðîêå
ïðèáàâèòü äðóãóþ ñòðîêó, óìíîæèâ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

15. Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ: Åñëè îäíà èç ñòðîê ìàòðèöû A åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
äðóãèõ ñòðîê, òî îïðåäåëèòåëü det A = 0. Îïðåäåëèòåëü íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ê ëþáîé ñòðîêå
ïðèáàâèòü äðóãóþ ñòðîêó, óìíîæèâ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

16. Ïîäìàòðèöà. Ìèíîð. Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà ìàòðèöû. Òåîðåìà Ëàïëàñà.
17. Òåîðåìà Êðàìåðà. Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà.
18. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñ.ë.ó., ãäå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ

ðàâíî ÷èñëó óðàâíåíèé.
19. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Àññîöèàòèâíîìó óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ãàëîèäíàÿ ìàòðèöà. Îïðåäå-

ëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû. ¾Ïðîñòîé¿ ìåòîä íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû A2×2. ¾Óíèâåð-
ñàëüíûé¿ ìåòîä íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû An×n ñ ïîìîùüþ ìèíîðîâ.

20. Ìåòîä íàõîæäåíèÿ A−1
n×n ñ ïîìîùüþ ¾ïàðàëëåëüíîãî ðåøåíèÿ n ñ.ë.ó.¿.

21. Òåîðåìà îá åäèíñòâåííîñòè îáðàòíîé ìàòðèöû.
22. Òåîðåìà î det AB = det A det B. Ñëåäñòâèå îá îòñóòñòâèè îáðàòíûõ ê âûðîæäåííûì

ìàòðèöàì. Ñëåäñòâèå îá îïðåäåëèòåëå îáðàòíîé ìàòðèöû.
23. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé ìàòðèöû äëÿ íåâûðîæäåííûõ. Ñëîæåíèå ìàòðèö

è óìíîæåíèå ìàòðèö íà ÷èñëî.
24. Òðè îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû. Òåîðåìà î ðàâåíñòâå ðàíãîâ ìàòðèöû. Ìåòîä îêàéì-

ëåíèÿ ìèíîðîâ. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ.
25. Òåîðåìà Êîìáèæèðà-Êàìåëèè î ñîâìåñòèìîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Óòâåðæäåíèÿ íàáðàííûå êóðñèâîì íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü. Çà÷åò ïî àëãåáðå = âñå èíäèâèäóàëüíûå çà-

äàíèÿ + ïîëîæèòåëüíàÿ îöåíêà (3,4,5) íà çà÷åòå. Îöåíêà îòëè÷íî íà ýêçàìåíå ïî àëãåáðå = çàäà÷à ðåøåíà
+ òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ îòâåòèë íà îòëè÷íî + äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû. Îöåíêà õîðîøî íà ýêçàìåíå ïî àë-
ãåáðå = çàäà÷à ðåøåíà + òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ îòâåòèë + äîïîëíèòåëüíûå íà "õîðîøî" èëè çàäà÷à. Îöåíêà
óäîâëåòâîðèòåëüíî íà ýêçàìåíå ïî àëãåáðå = çàäà÷à ðåøåíà + äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íà "òðîéêó".
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Êîíñïåêò ëåêöèé ïî ëèíåéíîé àëãåáðå, ÏÌ-09

1 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
1.1 ×òî òàêîå ñ.ë.ó.?
Ïóñòü a1, a2, . . . , an, b � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà; x1, x2, . . . , xn � íåêîòîðûå ñèìâîëû.
Òîãäà äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n âûðàæåíèå âèäà

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b,

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì. Ñèìâîëû x1, x2, . . . , xn ìû áóäåì íàçûâàòü ïåðåìåííûìè
èëè íåèçâåñòíûìè.

Ðàññìîòðèì m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå íóæíî ðåøèòü îäíîâðåìåííî:




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1;
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2;

. . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

. (1)

Îïðåäåëåíèå 1 Âûðàæåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñò-
íûìè. Íàáîð èç n ÷èñåë (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñ.ë.ó., åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå

ýòîãî íàáîðà â ñ.ë.ó. âìåñòî íåèçâåñòíûõ (x1, x2, . . . , xn) âñå ðàâåíñòâà ñòàíóò âåðíûìè. Ìíî-
æåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñ.ë.ó. íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñ.ë.ó. Åñëè ñ.ë.ó. èìååò õîòÿ
áû îäíî ðåøåíèå, òî ñ.ë.ó. íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, èíà÷å ñ.ë.ó. íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîé.
Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåñîâìåñòíîé ñ.ë.ó. íàçûâàåòñÿ ïóñòûì.

Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñ.ë.ó. èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è íåîïðåäåëåííîé, åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñ.ë.ó. èìååò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðåøåíèé.

Åñëè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâïàäàþò, òî ýòè ñ.ë.ó. íàçûâà-
þòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Äàëåå âìåñòî (1) áóäåì ïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êðàòêîñòè.



a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm


 . (2)

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âåñü ñåìåñòð ìû áóäåì èññëåäîâàòü ñ.ë.ó. Âîïðîñû, êîòîðûå íàñ èíòåðå-
ñóþò: êàê íàõîäèòü ðåøåíèÿ ñ.ë.ó.?, êîãäà ñ.ë.ó. ðàçðåøèìà?, êàê âûãëÿäÿò ðåøåíèÿ ñ.ë.ó.?.

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ìû ââåäåì ïîíÿòèÿ ìàòðèöû, îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, ðàçìåðíîñòè, ôóí-
äàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé è ò.ä.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñ.ë.ó. ÷àñòî èñïîëüçóþò ìåòîäû èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ èëè ìåòîä Ãàóññà.
Â ýòèõ ìåòîäàõ øàã çà øàãîì âûðàæàþò íåèçâåñòíóþ ÷åðåç äðóãèå è èñêëþ÷àþò èç ñèñòåìû
óðàâíåíèé.

Óïðàæíåíèÿ è âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. ßâëÿåòñÿ ëè íåñîâìåñòíàÿ ñ.ë.ó. ýêâèâàëåíòíîé óðàâíåíèþ x2

1 = −1?
2. Êàê èçìåíèòüñÿ (2), åñëè âòîðîå óðàâíåíèå óìíîæèòü íà 2?
3. Êàê èçìåíèòüñÿ (2), åñëè ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ ïîìåíÿòü ìåñòàìè?
4. Ðåøèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(
2 0 4
0 3 12

)
,

(
1 1 4
1 −1 2

)
,

(
1 1 2
1 1 2

)
,

(
2 4 8
3 6 12

)
. (3)
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1.2 Êàê ðåøàòü ñ.ë.ó.? � ìåòîä Ãàóññà
1.2.1 Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Îçíàêîìèìñÿ ñ òðåìÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñ.ë.ó., ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìû ñìîæåì
óïðîñòèòü ëþáóþ ñ.ë.ó. äî î÷åâèäíîãî âèäà.

Ëåììà 1 (1-å ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå) Ïðè ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè óðàâíåíèé ñ.ë.ó.
îñòàíåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé ïðåæíåé.

J Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñòàðîé ñ.ë.ó., B � íîâîé ñ.ë.ó. ßñíî, ÷òî A ⊆ B è òàêæå
î÷åâèäíî A ⊇ B. Òîãäà A = B I

Àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî èìååò ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ëåììà 2 (2-å ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå) Ïðè óìíîæåíèè óðàâíåíèÿ íà íåíóëåâîå ÷èñ-
ëî ñ.ë.ó. îñòàíåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé ïðåæíåé.

Áîëåå ñîäåðæàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ëåììà îá ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ

Ëåììà 3 (3-å ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ ∈ R ñëåäóþùèå ñ.ë.ó.
ýêâèâàëåíòíû




a11 a12 . . . a1n b1

. . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akn bk

. . . . . . . . . . . .
al1 al2 . . . aln bl

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm




⇔




a11 a12 . . . a1n b1

. . . . . . . . . . . .
ak1 + λal1 ak2 + λal2 . . . akn + λaln bk + λbl

. . . . . . . . . . . .
al1 al2 . . . aln bl

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm




. (4)

J Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïåðâîé ñ.ë.ó., B � âòîðîé ñ.ë.ó.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ∈ A. Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî íàáîðà ÷èñåë âî âòî-

ðóþ ñ.ë.ó. äëÿ âñåõ ñòðîêàõ, êðîìå k-é, ðàâåíñòâà î÷åâèäíî âåðíû. Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü
k-ãî ðàâåíñòâà. Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ýòî âûðàæåíèå ðàâíî (ak1x

0
1 + ak2x

0
2 + . . . +

aknx
0
n) + λ(al1x

0
1 + al2x

0
2 + . . . + al1x

0
n). Ïåðâàÿ ñêîáêà ðàâíà bk, âòîðàÿ bl. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå

ýòî âûðàæåíèå ðàâíî bk + λbl. Òàêèì îáðàçîì, k-îå âûðàæåíèå âòîðîé ñ.ë.ó. ÿâëÿåòñÿ âåðíûì
ðàâåíñòâîì. Òîãäà (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ∈ B. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A ⊆ B.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ B. Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî íàáîðà ÷èñåë â ïåðâóþ

ñ.ë.ó. ðàâåíñòâî k-é ïîêà íå î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà. Ïîñëå ïåðå-
ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ðàññìàòðèâàåìîå âûðàæåíèå ðàâíî

[
(ak1 +λal1)x

0
1 +(ak2 +λal2)x

0
2 + . . .+

(akn + λaln)x0
n

] − λ(al1x
0
1 + al2x

0
2 + . . . + al1x

0
n). Ïåðâàÿ ñêîáêà ðàâíà bk + λbl, âòîðàÿ bl. Ñëåäî-

âàòåëüíî, âñå ýòî âûðàæåíèå ðàâíî bk. Òàêèì îáðàçîì, k-îå âûðàæåíèå ïåðâîé ñ.ë.ó. ÿâëÿåòñÿ
âåðíûì ðàâåíñòâîì. Òîãäà (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ∈ A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî B ⊆ A.

Èòîãî, èç A ⊆ B è A ⊇ B ñëåäóåò A = B � ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ ñ.ë.ó. I
Óïðàæíåíèÿ è âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Ðåøèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(
8 5 −17
7 3 −8

)
,

(
2009 2010 1
2008 2011 3

)
,

(
13 26 39
13 26 39

)
,

(
21 31 23
12 13 32

)
. (5)

2. Ìîæíî ëè ýëåì. ïðåîáð-ìè èçáàâèòñÿ îò íåèçâåñòíîé x1 âî âñåõ óðàâíåíèÿõ êðîìå îäíîé?
3. Ìîæíî ëè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íåñîâìåñòíîé ñ.ë.ó. ïîëó÷èòü ñîâìåñòíóþ?
4. Ìîæíî ëè ïðèìåíÿòü ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ñòîëáöàì ñ.ë.ó.?
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1.2.2 Îïèñàíèå ìåòîäà Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé
Ðàññìîòðèì ñ.ë.ó. èç m óðàâíåíèé è n ïåðåìåííûõ.




a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm


 . (6)

1) Ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà.
à) Ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîãî ñòîëáöà èìååòñÿ íåíóëåâîé, èíà÷å ïåðåìåííàÿ x1 îòñóò-

ñòâóåò â ñ.ë.ó., òî x1 ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå. Òàêèå ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ ñâîáîä-
íûìè ïåðåìåííûìè.

á) Âûáåðåì ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîãî ñòîëáöà íåíóëåâîé ak1 è íàçîâåì âåäóùèì.
â) Ïîìåíÿåì 1-þ è k-þ ñòðîêè ìåñòàìè. Âûïèøåì ïîëó÷åííóþ ñ.ë.ó.




a′11 a′12 . . . a′1n b′1
a′21 a′22 . . . a′2n b′2

. . . . . . . . . . . .
a′m1 a′m2 . . . a′mn b′m


 . (7)

ã) Èç êàæäîé i-îé ñòðîêè íèæå âåäóùåãî ýëåìåíòà âû÷òåì 1-þ ñòðîêó, óìíîæèâ íà a′i1/a
′
11.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èçáàâèëèñü îò íåèçâåñòíîé x1 âî âñåõ óðàâíåíèÿõ êðîìå ïåðâîãî óðàâ-
íåíèÿ. Äàëåå ðåøàåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áåç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ñòîëáöà.

Ïðîäîëæàÿ ïðÿìîé õîä Ãàóññà, â êîíöå ïîëó÷èì ñ.ë.ó. ñòóïåí÷àòîãî âèäà.

1◦




x1

*
0
0

x2

*
*
0

x3

*
*
*

x4

*
*
*

*
*
*




, 2◦




x1

*
0
0

x2

*
*
0

x3

*
*
0

x4

*
*
*

*
*
*




, 3◦




x1

*
0
0

x2

*
*
0

x3

*
*
0

x4

*
*
0

*
*
0




Â ñëó÷àå 1◦ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ � x4; â 2◦ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ � x3; â 3◦ ñâîáîäíûå
ïåðåìåííûå � x3 è x4.

2) Îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà.
Åñëè îäíîé èç óðàâíåíèé èìååò âèä (0 0 0 . . . 0 | c ), ãäå c 6= 0, òî ýòî óðàâíåíèå 0 = c íå

èìååò ðåøåíèÿ. Òîãäà íå èìååò ðåøåíèÿ è ñ.ë.ó. Èíà÷å ñ.ë.ó. ñîâìåñòíà è ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé
íàéäåì ïîñëå îáðàòíîãî õîäà Ãàóññà.

Ïóñòü èìååòñÿ k íåòðèâèàëüíûõ óðàâíåíèé â ñòóïåí÷àòîì âèäå ñ.ë.ó. Ïóñòü ïåðåìåííûå, íå
ÿâëÿþùèåñÿ ñâîáîäíûìè, èìåþò èíäåêñû i1, i2, . . . , ik.

à) Èç ñàìîãî íèæíåãî óðàâíåíèÿ ìû âûðàçèì xik ÷åðåç bik è ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå.
Òåïåðü ïðè ðàññìîòðåíèè (k− 1)-ãî óðàâíåíèÿ xik ìîæíî çàìåíèòü ÷åðåç ÷èñëî è ñâîáîäíûå

ïåðåìåííûå.
Ïðîäîëæàÿ ýòî äåéñòâèå, ìû âûðàçèì âñå ïåðåìåííûå xi1 , xi2 , . . . , xik ÷åðåç ñâîáîäíûå ïå-

ðåìåííûå è íåêîòîðûå ÷èñëà.
Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ìû áóäåì ïîëó÷àòü íîâîå ðåøåíèå ñ.ë.ó.
Ñ.ë.ó. èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè îíà ñîâìåñòíà è íå èìååò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.
Óïðàæíåíèÿ è âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Ðåøèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(
8 5 −17
7 3 −8

)
,

(
2009 2010 1
2008 2011 3

)
,

(
13 26 39
13 26 39

)
,

(
21 31 23
12 13 32

)
. (8)

2. Ðåøèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(

5 1 5 3
6 1 2 −5

)
,

(
5 2 2 10
4 3 3 15

)
,

(
3 2 3 1
5 5 3 −4

)
,




2 1 3 3 16
3 3 4 6 29
2 4 3 3 22


 .
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1.3 Êîãäà ñ.ë.ó. èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
1.3.1 Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 1× 1

Ïðèâåäåì î÷åâèäíûå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1 (Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ) Åñëè a 6= 0, òî óðàâíå-
íèå ax = b èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 2 (Âûðîæäåííûé ñëó÷àé) Åñëè a = 0, òî óðàâíåíèå ax = b, ëèáî íå èìååò ðå-
øåíèé, ëèáî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

1.3.2 Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 2× 2

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èç äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè.
(

a11 a12 b1

a21 a22 b2

)
⇔

{
a11x + a12y = b1;
a21x + a22y = b2.

(9)

Ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäîå èç óðàâíåíèé èìååò õîòÿ áû îäíó ïåðåìåííóþ, ò.å. õîòÿ áû îäèí èç êîýô-
ôèöèåíòîâ a11 è a12 íå ðàâåí íóëþ è õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a21 è a22 íå ðàâåí íóëþ.
Òîãäà êàæäîå èç óðàâíåíèé çàäàåò ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x è y.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a12 6= 0 è a22 6= 0.

{
a11x + a12y = b1;
a21x + a22y = b2.

⇔





y = −a11

a12

x +
b1

a12

;

y = −a21

a22

x +
b2

a22

.
(10)

Åñëè óãëîâûå êîýôôèöèåíòû −a11

a12

6= −a21

a22

, òî äàííûå ïðÿìûå íå ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè.
Íåïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå èìåþò åäèíñòâåííîå ïåðåñå÷åíèå 1.

Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ëèáî íå èìåþò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ëèáî ñîâïàäàþò è òîãäà ñ.ë.ó.
èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Âûðàæåíèå a11a22− a12a21 íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (9). Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü
çàâèñèò òîëüêî îò êîýôôèöèåíòîâ ëåâîé ÷àñòè ñ.ë.ó., òî âñåãäà ïèøóò òàê:

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = det

(
a11 a12

a21 a22

)
= a11a22 − a12a21.

Èç âñåõ ðàññóæäåíèé ìû äåëàåì ñëåäóþùèé âûâîä.

Òåîðåìà 3 (Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ) Åñëè îïðåäåëèòåëü ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èç 2 óðàâíåíèé ñ 2 íåèçâåñòíûìè íå ðàâåí íóëþ, òî ýòà ñèñòåìà
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Èíà÷å ñèñòåìà ëèáî íå èìååò ðåøåíèé, ëèáî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

J Òàêèì îáðàçîì, ïðè a12 6= 0 è a22 6= 0 êðèòåðèåì ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå a11a22 − a12a21 6= 0.

Äðóãèå âîçìîæíûå ñëó÷àè: a12 = 0 è a22 = 0; a12 6= 0 è a22 = 0; a12 = 0 è a22 6= 0.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû èìååì ïðÿìûå ïàðàëëåëüíûå îñè îðäèíàò è îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.
Âî âòîðîì ñëó÷àå âòîðàÿ ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè îðäèíàò, ïåðâàÿ � íåò. Òîãäà îïðåäåëè-

òåëü íå ðàâåí íóëþ è ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíû.
Â òðåòüåì ñëó÷àå ïåðâàÿ ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè îðäèíàò, âòîðàÿ � íåò. Òîãäà îïðåäåëèòåëü

íå ðàâåí íóëþ è ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíû.
Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñ.ë.ó. (9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîëüêî â ñëó÷àå

a11a22 − a12a21 6= 0 I

5



1.4 Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû n× n

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèö n×n íàì ïîíàäîáèòñÿ êàæäîé ñòðîêå ïîñòàâèòü
â ñîîòâåòñòâèå ñòîëáåö.

Îïðåäåëåíèå 2 Âûïèøåì â òàáëèöó íîìåðà ñòðîê è íèæå íîìåðà ñòîëáöîâ:

σ =

(
1 2 . . . n
t1 t2 . . . tn

)
,

ãäå {t1, t2, . . . , tn} = {1, 2, . . . n}. Òàêèå òàáëèöû íàçûâàþòñÿ ïîäñòàíîâêàìè èç n ýëåìåíòîâ.
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ1 = t1, σ2 = t2, . . . , σn = tn.

Çàìåòèì, ÷òî íîìåðà ñòîëáöîâ (÷èñëà âòîðîé ñòðîêè ïîäñòàíîâêè) íå ïîâòîðÿþòñÿ.
Ïðèìåð ïîäñòàíîâêè: µ =

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
. Òàáëèöà

(
1 2 3
3 2 2

)
� íå ïîäñòàíîâêà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî µ1 = 3, µ2 = 1, µ3 = 2 è µ4 = 4.
Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sn.

Ëåììà 4 ×èñëî âñåõ ïîäñòàíîâîê ñòåïåíè n ðàâíî 1 · 2 · . . . · n = n!

J Ïîñòðîèì ïðîèçâîëüíóþ ïîäñòàíîâêó n-îé ñòåïåíè. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé t1. Ýòî ìîæ-
íî ñäåëàòü n ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Çàòåì âûáåðåì t2 èç ìíîæåñòâà {1, 2, .., n} áåç tn. Ýòîò
âûáîð ìîæíî ñäåëàòü n − 1 ñïîñîáîì. Ïðîäîëæèì ïðîöåññ âûáîðà ýëåìåíòîâ. Ïðè âûáîðå ïî-
ñëåäíåãî ýëåìåíòà tn îñòàíåòñÿ åäèíñòâåííûé âàðèàíò. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî âàðèàíòîâ âûáîðà
ïîäñòàíîâêè ðàâíî n · (n− 1) · .. · 2 · 1 I

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîäñòàíîâêó (3) èç n ýëåìåíòîâ. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëà tk è tm ñî-
ñòàâëÿþò èíâåðñèþ, åñëè tk < tm è tk ñòîèò ïðàâåå tm. ×åòíîñòüþ ïîäñòàíîâêè σ íàçûâàþò
÷åòíîñòü ÷èñëà èíâåðñèé â íåì.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ çíàêà ïîäñòàíîâêè

sgnσ =

{
+1, åñëè σ ÷åòíàÿ,
−1, åñëè σ íå÷åòíàÿ.

Îïðåäåëåíèå 3 Ïðîèçâåäåíèåì ïîäñòàíîâîê

σ =

(
1 2 . . . n
t1 t2 . . . tn

)
, µ =

(
1 2 . . . n
s1 s2 . . . sn

)

íàçîâåì ñëåäóþùóþ ïîäñòàíîâêó

σµ =

(
1 2 . . . n
st1 st2 . . . stn

)
.

Ëåììà 5 Äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâîê σ è ρ âåðíî ðàâåíñòâî

sgnσρ = sgnσsgn ρ.

Óïðàæíåíèÿ è âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Îïðåäåëèòå ÷åòíîñòü ïîäñòàíîâêè

σ =

(
1 2 3 4 5
5 3 4 1 2

)
, ρ =

(
1 2 3 4 5
5 3 4 1 2

)
, µ =

(
1 2 3 4 5
5 3 4 1 2

)
. (11)

2. Íàéäèòå σ3, ρ5, µ4. 3. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ ïîäñòàíîâîê σρ è µσ.
4. Íàéäèòå îáðàòíûå ïîäñòàíîâêè σ−1, ρ−1 è µ−1.
5. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäñòàíîâêà èç 4 ýëåìåíòîâ áåç èíâåðñèé? Ñóùåñòâóåò ëè ïîäñòàíîâêà èç

5 ýëåìåíòîâ ñ 10 èíâåðñèÿìè?
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1.4.1 Ïåðâîå îïðåäåëåíèå
Îïðåäåëåíèå 4 Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann




íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå
det A =

∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ1a2σ2 · . . . · anσn,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïîäñòàíîâêàì σ ∈ Sn.

Ñëó÷àé n = 2. ×èñëî ïîäñòàíîâîê ðàâíî ïî ëåììå 4 ðàâíî 2! = 2. Âûïèøåì âñå ýòè ïîäñòà-
íîâêè ñî çíàêàìè. (

1 2
1 2

)

+1

,

(
1 2
2 1

)

−1

.

Òîãäà det A = a11a22 − a12a21.
Ñëó÷àé n = 3. ×èñëî ïîäñòàíîâîê S3 ðàâíî 6. Âûïèøåì âñå ýòè ïîäñòàíîâêè ñî çíàêàìè

(
1 2 3
1 2 3

)

+1

,

(
1 2 3
2 3 1

)

+1

,

(
1 2 3
3 1 2

)

+1

,

(
1 2 3
1 3 2

)

−1

,

(
1 2 3
3 2 1

)

−1

,

(
1 2 3
2 1 3

)

−1

.

Òîãäà det A = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a13a22a31 − a12a21a33.

1.4.2 Âòîðîå îïðåäåëåíèå
Îïðåäåëåíèå 5 Îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ðàçìåðîì n × n íàçûâàåòñÿ ñóììà
âñåâîçìîæíûõ ïðàâèëüíûõ ïðîèçâåäåíèé, ãäå ïðàâèëüíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ïðîèç-
âåäåíèå n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íà ðàçíûõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ è çíàêà ïîäñòàíîâêè èíäåêñîâ
σ =

(
1 2 3 . . . n
i1 i2 i3 . . . in

)
.

1.4.3 Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé
Òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé ìàòðèöû aij íàçûâàþò ìàòðèöó aji. Îáîçíà÷àåòñÿ êàê AT . Ïðèìåð

A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9


 , AT =




1 4 7
2 5 8
3 6 9


 .

Ñâîéñòâî 1 Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A âûïîëíåíî

det A = det AT .

J Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

det A =
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ1 . . . anσn =
∑

σ−1∈Sn

sgnσ aσ−111 . . . aσ−1nn = det AT .

Ñóììû ðàâíû, ïîñêîëüêó ñëàãàåìûå ðàâíû (ïî ëåììå 5 âåðíî sgn σ · sgn σ−1 = 1) I

Ñâîéñòâî 2 Åñëè ñòðîêà ìàòðèöû A ñîñòîèò èç íóëåé, òî det A = 0.
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Ñâîéñòâî 3 Ïðè ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè äâóõ ñòðîê ìàòðèöû îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê.

J Ïóñòü τ = (rs) òðàíñïîçèöèÿ, ìåíÿþùàÿ ìåñòàìè ýëåìåíòû r è s. Ïîíÿòíî, ÷òî τ−1Sn =
{τ−1σ|σ ∈ Sn} = Sn.

det(bij) =
∑
σ∈Sn

sgn σa11σ..arrσ..assσ..annσ

=
∑

τσ∈Sn

sgn τσa11τσ..arrτσ..assτσ..annτσ =
∑

σ∈τ−1Sn

−sgnσa11σ..annσ = det(aij).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó âûáîðà τ. I

Ñâîéñòâî 4 Åñëè ìàòðèöà A ñîäåðæèò îäèíàêîâûå ñòðîêè, ÷òî det A = 0.

Ñâîéñòâî 5 Åñëè ñòðîêó ìàòðèöà A óìíîæèòü íà λ, òî det A âîçðàñòåò â λ ðàç.

Ñâîéñòâî 6 Åñëè ìàòðèöà A ñîäåðæèò ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòðîêè, ÷òî det A = 0.

Ñâîéñòâî 7 Ïóñòü Ai(v) � ìàòðèöà, ãäå ñ i-àÿ ñòðîêà çàïîëíåíà íàáîðîì ÷èñåë v.
Òîãäà det Ai(v) + det Ai(w) = det Ai(v + w).

J det(cij) =

=
∑
σ∈Sn

sgn σ c11σ..cssσ..cnnσ =
∑
σ∈Sn

sgn σ c11σ....(assσ + bssσ)..cnnτσ =

∑
σ∈Sn

sgn σ c11σ....assσ..σcnnσ +
∑
σ∈Sn

sgn σ c11σ....bssσ..cnnσ =

det(aij) + det(bij). I

Ñâîéñòâî 8 Åñëè îäíà èç ñòðîê ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé, òî det A = 0.

Ñâîéñòâî 9 Åñëè ñòðîêå ìàòðèöû A ïðèáàâèòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äðóãèõ ñòðîê, òî
îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ.

Ñâîéñòâî 10

det




λ1 ∗ . . . ∗
0 λ2 . . . ∗
0 0 . . . ∗
0 0 . . . λn


 = λ1λ2 · .. · λn.

Çàìå÷àíèå. Èç ïåðâîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ
ñòîëáöîâ.

Ìàòðèöó ñ íóëåâûì îïðåäåëèòåëåì íàçûâàþò âûðîæäåííîé.
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Îïðåäåëåíèå 6 Âûáåðåì â ìàòðèöå A ïî k ïðîèçâîëüíûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Èç ýëåìåíòîâ
ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè ýòèõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæíî ñîñòàâèòü íîâóþ ìàòðèöó, êîòîðóþ
íàçûâàþò ïîäìàòðèöåé A. Îïðåäåëèòåëü ïîäìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì.

Âûáðîñèì èç ìàòðèöû A ñòðîêó ñ íîìåðîì i è ñòîëáöîì j. Îïðåäåëèòåëü ïîëó÷åííîé ïîä-
ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì ýëåìåíòà aij. Îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Mij. Âûðàæåíèå (−1)i+j det Mij

íàçûâåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì. Îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Aij.

Ëåììà 6 Åñëè ìàòðèöà ñîäåðæèò ñòðîêó, ñîñòîÿùóþ èç åäèíñòâåííîãî íåíóëåâîãî ýëåìåí-
òà aij, òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýòîãî ýëåìåíòà è åå àëãåáðàè÷å-
ñêîãî äîïîëíåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

det




a11 . . . a1j . . . a1n

. . .
0 . . . aij . . . 0

. . .
an1 . . . anj . . . ann




= aijAij. (12)

J Ïîñëåäîâàòåëüíî ìåíÿåì i-óþ ñòðîêó ñî âñåìè ïîñëåäóþùèìè ñòðîêàìè è j-ûé ñòîëáåö
ñî âñåìè ïîñëåäóþùèìè ñòîëáöàìè. Ïî ñâîéñòâó 3 çíàê îïðåäåëèòåëÿ èçìåíèòñÿ n− i+n− j =
2n− (i + j) ðàç. ×åòíîñòü ÷èñëà 2n− (i + j) ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ i + j.

det




a11 . . . a1j . . . a1n

. . .
0 . . . aij . . . 0

. . .
an1 . . . anj . . . ann




= (−1)i+jaij det




a11 . . . a1n a1j

. . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann anj

0 . . . 0 1


 (13)

Âûíåñåì aij çà ïðåäåëû îïðåäåëèòåëÿ ïî ñâîéñòâó 5.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà èìååò îïðåäåëèòåëü ðàâíûé Mij. Ââåäåì ïðåîîáîçíà÷å-

íèå

det




a11 . . . a1n a1j

. . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann anj

0 . . . 0 1


 = det




a′11 . . . a′1n−1 a′1n

. . . . . . . . . . . .
a′n−1,1 . . . a′n−1,n−1 a′n−1,n

0 . . . 0 1


 (14)

Ïóñòü σ =

(
1 2 . . . n
t1 t2 . . . tn

)
� ïîäñòàíîâêà èíäåêñîâ ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî ïðàâèëü-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû (14). Âûïèøåì ýòî ïðîèçâåäåíèå

sgn σa′1σ1 · a′2σ2 · . . . · a′n−1σn−1 · 1. (15)

ßñíî, ÷òî σn = n.

Ïóñòü µ =

(
1 2 . . . n− 1
t1 t2 . . . tn−1

)
. Òîãäà ÷èñëî èíâåðñèé µ è σ ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî,

sgn σ = sgnµ.
Òåïåðü ÿñíî, ÷òî ñëàãàåìîå ìèíîðà sgnµa′1µ1 · a′2µ2 · . . . · a′n−1µn−1 ñîâïàäàåò ñ (15).
Òàêèì îáðàçîì, (13) ðàâåí aijAij I

Òåîðåìà 4 (Ëàïëàñà) Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñòðîêå ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

det A = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . . + ainAin, äëÿ ëþáîé ñòðîêè i,

èëè ðàçëîæèòü ïî ñòîëáöó:

det A = a1jA1j + a2jA2j + . . . + anjAnj, äëÿ ëþáîãî ñòîëáöà j.
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J Ïî ñâîéñòâó 7 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå:

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
ai1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 .. ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
0 ai2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 .. ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ . . . +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ain

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 .. ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ïî ëåììå 6 êàæäîå k-îå ñëàãàåìîå â ïîëó÷åííîé ñóììå ðàâíî aikAik. I
Íåâûðîæäåííûì íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ íåíóëåâûì îïðåäåëèòåëåì.

Òåîðåìà 5 Ïóñòü A = (aij)n×n íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.
Òîãäà ìàòðèöà

A−1 =




A11

det A
. . . An1

det A

. . . . . . . . .
A1n

det A
. . . Ann

det A




ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöû A.

J Ïóñòü (cij) = (aij)× (bij). Äîêàæåì, ÷òî cij = δij.
Ðàññìîòðèì cij = 1

det A

∑n
k=1 aikAjk. Ïî òåîðåìå Ëàïëàñà ñóììà

∑n
k=1 aikAjk ÿâëÿåòñÿ ðàçëî-

æåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ñ äâóìÿ ñîâïàäàþùèìè ñòðîêàìè, åñëè i 6= j; è ìàòðèöû A,
åñëè i = j I

1.5 Ôîðìóëà Êðàìåðà
Òåîðåìà 6 (Êðàìåð) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b :




a11 .. a1n

..
an1 .. ann







x1

..
xn


 =




b1

..
bn




ñ íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé A. Ïóñòü Ai ïîëó÷åíà èç A çàìåíîé i-ãî ñòîëáöà
ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Òîãäà ñèñòåìà Ax = b èìååò åäèíñòâåííîé ðåøåíèå:

(x1, x2, . . . , xn) =

(
det A1

det A
,
det A2

det A
, . . . ,

det An

det A

)
.

J Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû Êðàìåðà. Ìàòðèöà A−1b ðàçìåðíîñòè n× 1 ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñ.ë.ó. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ òåîðåìó, ïîëó÷èì ðåøåíèå

xj =
n∑

i=1

Aji

det A
bi, äëÿ j = 1, n.

Ñóììà
∑n

i=1 Ajibi ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû Aj ïî j-ìó ñòîëáöó � ñòîëáöó
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïóñòü ñóùåñòóåò åùå îäíî ðåøåíèå x′. Òîãäà

x′ = A−1Ax′ = A−1b = x I
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1.6 Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö n× n

1.6.1 Ïðèâåäåíèå ê òðåóãîëüíîìó âèäó
Ëåììà 7 Ïðè ïîïàðíîé ïåðåñòàíîâêå ñòðîê ìàòðèöû A çíàê îïðåäåëèòåëÿ èçìåíèòñÿ íà
(−1)[n

2
]

det




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 = (−1)[n

2
] det




a1n . . . a12 a1n

a2n . . . a22 a2n

. . . . . . . . . . . .
ann . . . an2 an1




J Ïðè ÷åòíîì n äîñòàòî÷íî n
2

= [n
2
] ïåðåñòàíîâîê, ïðè íå÷åòíîì n � n−1

2
= [n−2

2
] I

1.6.2 Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
Ëåììà 8 Ïóñòü

In = det




2 3 0 . . . 0
1 2 3 0
0 1 2 0
... . . . ...
0 0 0 . . . 2




, I ′n−1 = det




1 3 . . . 0
0 2 0
... . . . ...
0 0 . . . 2


 .

Òîãäà îïðåäåëèòåëü In óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ In = 2In−1 − 3In−2 è íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ I1 = 2 è I2 = 1.

J Ðàçëîæèì In ïî ïåðâîé ñòðîêå ïî Ëàïëàñó: In = 2In−1 − 3I ′n−1. Â ñâîþ î÷åðåäü I ′n−1

ðàçëîæèì ïî ñòîëáöó: I ′n−1 = In−2. Òîãäà In = 2In−1 − 3In−2. Ðàâåíñòâà I1 = 2 è I2 = 1 ëåãêî
ïðîâåðÿþòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè. I

1.6.3 Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà
Ëåììà 9 Âåðíî ðàâåíñòâî

∏
i>j

(xi − xj) = Dn = det




1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
... ... ...

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n


 .

J Âû÷òåì ïåðâóþ ñòðîêó èç êàæäîé k-é ñòðîêè íèæå, óìíîæèì íà xk−1
1 . Â ðåçóëüòàòå îá-

íóëèì ïåðâûé ñòîëáåö íèæå ýëåìåíòà 1. Â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîìó
ñòîëáöó äîñòàòî÷íî íàéòè îïðåäåëèòåëü

det




x2 − x1 . . . xn − x1
... ...

xn−1
2 − xn−1

1 . . . xn−1
n − xn−1

1


 =

n∏
i=2

(xi − x1) det




1 . . . 1
x2 + x1 . . . xn + x1

... ...
Qk−2(x2, x1) . . . Qk−2(xn, x1)


 .

Íàïîìíèì, ÷òî ak−bk = (a−b)Qk−1(a, b), ãäå Qk−1(a, b) = ak−1+ak−2b+ak−3b2+ . . .+abk−2+bk−1.
Èç ðàâåíñòâà Qk−1(a, b)− bQk−2(a, b) = ak−1 ñëåäóåò, ÷òî âû÷èòàÿ èç êàæäîé ñòðî÷êè
I
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1.7 Ìàòðèöà è îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè
Ìàòðèöà íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ðàçìåðíîñòè m × n � òàáëèöà ñîñòàâëåííàÿ èç m
ñòðîê è n ñòîëáöîâ çàïîëíåííàÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè.




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
am1 am2 . . . amn


 (16)

Îáîçíà÷àåòñÿ êàê (aij)m×n.
Åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû (16) ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè ñ.ë.ó. (6), òî ìàòðèöó (16) íàçû-

âàþò ìàòðèöåé ñ.ë.ó. (6). Ñëåäóþùóþ ìàòðèöó íàçûâàþò ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñ.ë.ó. (6)



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

b2

..
bm


 (17)

Ìàòðèöû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè ìîæíî ñóììèðîâàòü:

(aij)m×n + (bij)m×n = (aij + bij)m×n.

Ëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî óìíîæèòü íà ÷èñëî: λ(aij)m×n + (λaij)m×n.
Óìíîæåíèå îïðåäåëåíî äëÿ ìàòðèö (aij)m×n è (bij)r×s, åñëè ÷èñëî ñòîëáöîâ n ïåðâîãî ñîìíî-

æèòåëÿ ðàâíî ÷èñëó ñòðîê r âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ:

(cij)m×s = (aij)m×n · (bij)n×s, ãäå cij =
n∑

l=1

ailblj. (18)

1.8 Ìàòðèöû ñïåöèàëüíîãî âèäà
Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé, åñëè ÷èñëî åå ñòðîê ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ.

Äèàãîíàëüþ êâàäðàòíîé ìàòðèöû (aij)n×n íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû aii, i = 1, n.
Äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ñ íóëåâûìè ýëåìåíòàìè âíå äèàãîíàëè. Îáî-

çíà÷àåòñÿ êàê
Diag(λ1, λ2, . . . , λn),

ãäå aii = λi, i = 1, n.
Ìàòðèöà

E =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
... . . . ...
0 0 . . . 1




íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé. Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íà
åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè ðàâíî ñàìîé ìàòðèöå A = AE = EA. Ýëå-
ìåíòû åäèíè÷íîé ìàòðèöû îáîçíà÷àþò, êàê

δij =

{
0, åñëè i 6= j,
1, åñëè i = j.

Òåîðåìà 7 Äëÿ ëþáûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

det AB = det A · det B.

Òåîðåìà 8 Êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû. Ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû
åñëè è òîëüêî åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå ðàâåí íóëþ.
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1.8.1 Ðàíãè ìàòðèöû.
Ðàíã ìàòðèöû A � ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê ïîñëå ïðèâåäåíèÿ A ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.

Òåîðåìà. Âñå ðàíãè ìàòðèöû ñîâïàäàþò.

1.9 Êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ñ.ë.ó.
Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà åñëè è òîëüêî åñëè
ðàíã ìàòðèöû ñ.ë.ó. ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñ.ë.ó. A :
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