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1 Часть 1: Полилинейная алгебра

1.1. Введение

Законы физики выражаются уравнениями, которые записываются в той
или иной системе координат. Но сами эти законы инвариантны, т. е. не за-
висят от систем координат.

В разных системах координат один и тот же физический закон представ-
ляется совершенно различными уравнениями, за которыми часто не видно
инвариантной природы этого закона. Следовательно, мы должны научиться
выделять те свойства уравнений физики, которые от координатного пред-
ставления не зависят и потому имеют физический смысл.

Для решения этой задачи служит аппарат тензорного анализа, он позво-
ляет работать с координатными представлениями физических законов, со-
храняя инвариантную терминологию.

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ 08-01-00681-a, РФ НШ-
691.2008.1

1.2. Обозначения и определения

Тензорная алгебра имеет дело с наборами чисел вида ti1,...,ipj1,...,jq
, где верхние

и нижние индексы пробегают различные целочисленные значения:

ik, jl ∈ {1, . . . ,m}, k = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q.

Эти многоиндексные наборы чисел приходится перемножать, получая новые
наборы, например ai1,i2j1,j2,j3

· bkn = ci1,i2,kj1,j2,j3,n
, и суммировать, например

di1j1,j3 =
m∑
s=1

m∑
r=1

ai1,rj1,s,j3
· bsr. (1)

В последнем случае принято, следуя Эйнштейну, опускать знаки суммиро-
вания. В соответствие с этим формула (1) приобретает вид

di1j1,j3 = ai1,rj1,s,j3
· bsr.

При этом отмечают, если необходимо, что суммирование ведется по индексам
r и s от единицы до m.
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Итак, если в формуле один и тот же индекс встречается дважды (снизу
и сверху), то по этому индексу ведется суммирование, например,

aii =
m∑
i=1

aii.

Двухиндексный набор чисел

δi,j = δi,j = δji =

{
1 если i = j,

0 если i 6= j

называется символом Кронекера.
Иногда удобно использовать штрихованные индексы, например, ci′. В

этом случае считается, что штрих просто перенесен на индекс с буквы, т.
е. ci′ = c′i, при этом 1′ = 1, 2′ = 2 и т. д.

Напомним несколько определений.

Определение 1.1. Рассмотрим множества A и B. Отображение
f : A → B называется биекцией, если оно каждому элементу a ∈ A ста-
вит в соответствие единственный элемент f(a) ∈ B, и каждому эле-
менту b ∈ B соответствует единственный элемент a ∈ A, такой, что
f(a) = b.

Если отображение f является биекцией, то оно имеет обратное отоб-
ражение f−1 : B → A, определенное формулами

f(f−1(b)) = b, f−1(f(a)) = a.

Определение 1.2. Рассмотрим линейные пространства L и M . Ли-
нейное отображение A : L → M называется линейным изоморфизмом,
если оно является биекцией. Можно показать, что в этом случае обрат-
ное отображение тоже линейно.

1.3. Сопряженное пространство и взаимный базис

Пусть L – m-мерное линейное пространство над полем действительных
чисел R. Обозначим через L∗ множество линейных функционалов f : L→ R
на пространстве L. Это множество тоже является линейным пространством
относительно операции сложения функционалов:

(f + g)(x) = f(x) + g(x), f, g ∈ L∗, x ∈ L
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и умножения функционала на число

(λf)(x) = λf(x), λ ∈ R.

Элементы пространства L∗ называются ковекторами.
Зададим в пространстве L базис e1, . . . , em, и рассмотрим функционалы

{e1, . . . , em} ⊂ L∗, заданные соотношениями

ei(ej) = δij. (2)

Задача 1.1. Покажите, что функционалы, определенные формулой
(2), линейно-независимы.

Значение функционала ei на любом векторе x = xkek однозначно определя-
ется формулой

ei(x) = xkei(ek) = xkδik = xi. (3)

Это означает, что функционалы (ei) единственным образом восстанавлива-
ются по данному базису (ei).

В соответствии с формулой (3) возьмем произвольный линейный функ-
ционал f и рассмотрим его значение на векторе x

f(x) = xkf(ek) = f(ek)e
k(x).

Это равенство показывает, что любой функционал раскладывается в линей-
ную комбинацию функционалов ei по формуле

f = fie
i, fi = f(ei).

Таким образом, функционалы ei образуют базис в пространстве L∗. Этот
базис называется взаимным к базису (ei). Набор чисел fi является коорди-
натами функционала f во взаимном базисе.

Как и в случае векторов, при сложении функционалов их координаты
складываются, а при умножении функционала на число его координаты
умножаются на это число.

1.4. Преобразование координат векторов и линейных функцио-
налов при замене базиса

Зададим в пространстве L новый базис e1′, . . . em′, связанный со старым
посредством невырожденной матрицы C = (cii′):

ei′ = cii′ei, ei = ci
′

i ei′, C−1 = (ci
′

i ). (4)
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Отметим, что формула CC−1 = E в координатном виде записывается так:

cki′c
i′

i = δki . (5)

Разложим вектор x по старому и новому базису

x = xiei = xi
′
ei′.

Подставляя в это выражение формулу преобразования векторов базиса, по-
лучаем

xiei = xi
′
cki′ek.

Приравнивая в последней формуле коэффициенты при соответствующих ба-
зисных векторах, находим

xk = cki′x
i′. (6)

Такой закон преобразования координат называется контравариантным.
Теперь рассмотрим закон преобразования координат в сопряженном про-

странстве. Пусть e1′, . . . , em
′ – взаимный к (ei′) базис

ei
′
(ej′) = δi

′

j′. (7)

Очевидно,
ei
′
= di

′

ke
k, (8)

где (di
′

k) – компоненты некоторой невырожденной матрицы. Подставляя фор-
мулы (8), (4) в (7), получаем:

ei
′
(ej′) = di

′

ke
k(clj′el) = di

′

kc
l
j′e

k(el) = di
′

kc
l
j′δ

k
l = di

′

l c
l
j′ = δi

′

j′.

Откуда находим di
′

l = cj
′

l δ
i′

j′ = ci
′

l . Таким образом, формула (8) приобретает
вид

ei
′
= ci

′

i e
i, ei = cii′e

i′. (9)

Выведем закон преобразования координат линейного функционала при за-
мене базиса. Разложим функционал f ∈ L∗ по старому и новому базису

f = fie
i = fi′e

i′.

Подставляя в это выражение формулу преобразования векторов базиса, по-
лучим

fie
i = fk′c

k′

l e
l.
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Приравнивая в последней формуле коэффициенты при соответствующих ба-
зисных векторах, находим

fi = ck
′

i fk′. (10)

Такой закон преобразования координат называется ковариантным.

Задача 1.2. Рассмотрим функционал f = fie
i ∈ L∗ и вектор

x = xiei ∈ L. Докажите, что f(x) = fix
i.

В заключение отметим, что всякий вектор x из L можно трактовать как
линейный функционал на пространстве L∗, то есть как элемент пространства
L∗∗, значение которого на элементе f ∈ L∗ равно f(x).

Задача 1.3. Докажите, что описанное соответствие между элемен-
тами пространств L и L∗∗ является естественным или каноническим
(то есть независимым от систем координат) линейным изоморфизмом.

По существу, это делает пространства L и L∗∗ неразличимыми!

1.5. Тензорное произведение

Рассмотрим линейные пространства M и N размерностей m и n соответ-
ственно.

Определение 1.3. Тензорным произведением пространств M и N

(обозначается M ⊗ N) называется пространство билинейных (т.е. ли-
нейных по каждому аргументу) функционалов f : M ∗ ×N ∗ → R.

Вообще, функционал, определенный на прямом произведении нескольких
линейных пространств и являющийся линейным по каждому аргументу при
фиксированных остальных, называется полилинейным.

Определение 1.4. Тензорным произведением элементов x ∈ M и
y ∈ N (обозначается x ⊗ y) называется функционал g ∈ M ⊗ N , опре-
деленный равенством

g(u, v) = u(x)v(y), u ∈M ∗, v ∈ N ∗.
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Отметим, что (λx)⊗ y = x⊗ (λy) = λ(x⊗ y) и

(x+ z)⊗ y = x⊗ y + z ⊗ y, x⊗ (y + t) = x⊗ y + x⊗ t,

но x⊗ y 6= y ⊗ x.
Пусть a1, . . . , am – базис в M , а b1, . . . , bn – базис в N .

Теорема 1.1. Набор элементов

ai ⊗ bj, i = 1, . . .m, j = 1, . . . , n (11)

является базисом в M ⊗N .

Доказательство. Покажем, что любой функционал f ∈M ⊗N является
линейной комбинацией указанных элементов.

Обозначим через (ai) базис пространства M ∗, взаимный к базису (ai), а
через (bk) – базис в N ∗, взаимный к (bk).

Тогда если u = uia
i ∈ M ∗, а v = vjb

j ∈ N ∗, то в силу билинейности f

имеем
f(u, v) = f(uia

i, vjb
j) = uivjf(ai, bj). (12)

Ввиду взаимности базисов ui = u(ai) и vj = v(bj). Подставляя эти формулы
в (12), получаем

f = f i,jai ⊗ bj, f i,j = f(ai, bj). (13)

Остается доказать, что элементы ai ⊗ bj линейно-независимы в M ⊗ N .
Положим

h = λi,jai ⊗ bj ∈M ⊗N

и покажем, что если h = 0, то все числа λi,j тоже равны нулю. Действитель-
но, в силу взаимности базисов, имеем

h(ak, bl) = λk,l = 0, k = 1, . . . ,m, l = 1, . . . , n.

Теорема доказана.

Следствие 1.1. Размерность пространства M ⊗N равна mn.
Числа f i,j в формуле (13) являются координатами элемента f в базисе

(ai ⊗ bj).
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Обозначим через V l-мерное линейное пространство с базисом v1, . . . , vl.
Пространства (M ⊗ N) ⊗ V и M ⊗ (N ⊗ V ) различны, но между ними су-
ществует изоморфизм, который описывается следующим образом. Каждому
элементу g = gi,j,k(ai⊗bj)⊗vk ∈ (M⊗N)⊗V ставится в соответствие элемент
g̃ = gi,j,kai ⊗ (bj ⊗ vk) ∈M ⊗ (N ⊗ V ).

Задача 1.4. Докажите, что построенное соответствие действи-
тельно является линейным изоморфизмом и не зависит от выбора базисов
в пространствах M,N, V .

В смысле этого изоморфизма тензорное произведение пространств является
ассоциативной операцией: (M ⊗N)⊗ V 'M ⊗ (N ⊗ V ).

Задача 1.5. Пусть u ∈M, v ∈ N, w ∈ V . Докажите, что при дан-
ном изоморфизме элементу (u⊗v)⊗w соответствует элемент u⊗(v⊗w).

Отметим еще один изоморфизм.
Определим пространствоM⊗N⊗V как пространство трилинейных отоб-

ражений
h : M ∗ ×N ∗ × V ∗ → R.

Используя разложения по базисам

x = xia
i, y = yjb

j, z = zkv
k,

найдем
h(x, y, z) = xiyjzkh

i,j,k, hi,j,k = h(ai, bj, vk).

Основываясь на этой формуле, можно показать, что базисом в простран-
стве M ⊗N ⊗ V является набор трилинейных форм

ai ⊗ bj ⊗ vk,

которые определяются следующим образом

(ai ⊗ bj ⊗ vk)(x, y, z) = x(ai)y(bj)z(vk) = xiyjvk.

При этом отображение h 7→ hi,j,k(ai ⊗ bj)⊗ vk является изоморфизмом про-
странствM⊗N⊗V и (M⊗N)⊗V , и этот изоморфизм не зависит от выбора
базисов в M,N, V.
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В заключение получим

M ⊗N ⊗ V ' (M ⊗N)⊗ V 'M ⊗ (N ⊗ V ).

Между пространствами M ⊗N и N ⊗M тоже существует изоморфизм,
независящий от выбора базисов вM и N . Этот изоморфизм строится анало-
гично: элементу g = gi,jai⊗bj ∈M⊗N мы поставим в соответствие элемент
g̃ = gi,jbj ⊗ ai ∈ N ⊗M.

При этом изоморфизме элементу u⊗v соответствует элемент v⊗u. Таким
образом, тензорное произведение пространств коммутативно с точностью до
естественного изоморфизма: M ⊗N ' N ⊗M .

В заключение отметим, что если x = xiai ∈ M и y = yjbj ∈ N , то в
соответствии со свойствами тензорного произведения справедлива формула

x⊗ y = xiyjai ⊗ bj,

т. е. числа (xiyj) являются координатами тензора x⊗ y в базисе (11).

1.6. Тензоры в линейном пространстве

Вернемся к m-мерному линейному пространству L. Пусть, как и выше,
e1, . . . , em и e1, . . . , em – взаимные базисы в пространствах L и L∗ соответ-
ственно.

Определение 1.5. Если задан элемент пространства

T (p, q, L) = L⊗ . . .⊗ L︸ ︷︷ ︸
p сомножителей

⊗ L∗ ⊗ . . .⊗ L∗︸ ︷︷ ︸
q сомножителей

,

то говорят, что на пространстве L определен p раз контравариантный и q
раз ковариантный тензор, число p+q называется валентностью тензора.
Кроме того, будем считать, что T (0, 0, L) = R – пространство скаляров.

Используя результат задачи 1.3. мы можем показать, что пространство
T (p, q, L) канонически изоморфно пространству полилинейных функций

t : L× . . .× L︸ ︷︷ ︸
q сомножителей

× L∗ × . . .× L∗︸ ︷︷ ︸
p сомножителей

→ R.

В силу теоремы 1.1. набор элементов

(ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq) (14)
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является базисом в T (p, q, L). Размерность пространства T (p, q, L) равна
mp+q.

Всякий тензор t ∈ T (p, q, L) раскладывается по этому базису

t = t
i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq . (15)

Так как взаимный базис пространства L∗ однозначно определен базисом в
пространстве L, то координаты (t

i1,...,ip
j1,...,jq

) зависят только от базиса в L.
Подставим в формулу (15) выражения (4) и (9), тогда

t = t
i1,...,ip
j1,...,jq

c
i′1
i1
. . . c

i′p
ip
cj1j′1
. . . c

jq
j′q
ei′1 ⊗ . . .⊗ ei′p ⊗ e

j′1 ⊗ . . .⊗ ej′q .

Таким образом, в новом базисе (ei′1 ⊗ . . . ⊗ ei′p ⊗ e
j′1 ⊗ . . . ⊗ ej′q) координаты

тензора t имеют вид

t
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j
′
q

= c
i′1
i1
. . . c

i′p
ip
cj1j′1
. . . c

jq
j′q
t
i1,...,ip
j1,...,jq

. (16)

Для приложений бывает полезно следующее эквивалентное определение тен-
зора.

Определение 1.6. Предположим, во всех системах координат про-
странства L заданы наборы чисел (t

i1,...,ip
j1,...,jq

), которые связаны формулами
(16). Тогда говорят, что на пространстве L определен p раз контравари-
антный и q раз ковариантный тензор, или коротко – тензор типа (p, q).

Используя это определение, рассмотрим тензорные операции. Как уже отме-
чалось, тензоры одного типа образуют линейное пространство. Это значит,
что если имеются тензоры с компонентами (t

i1,...,ip
j1,...,jq

), (d
i1,...,ip
j1,...,jq

) ∈ T (p, q, L) то
наборы чисел (t

i1,...,ip
j1,...,jq

+ d
i1,...,ip
j1,...,jq

) и (λt
i1,...,ip
j1,...,jq

), λ ∈ R также являются компо-
нентами тензора из T (p, q, L).

Теорема 1.2. Пусть дан тензор t = (t
i1,...,ip
j1,...,jq

) ∈ T (p, q, L). Тогда на-
боры чисел (t

i1,...,ir+1,ir,...,ip
j1,...jq

) и (t
i1,...,ip
j1,...,jl+1,jl,...,jq

) задают тензоры пространства
T (p, q, L).

Доказательство. Проверим, что набор чисел di1,...,ipj1,...,jq
= t

i1,...,ir+1,ir,...,ip
j1,...jq

пре-
образуется по тензорному закону. Действительно, в новой системе координат
имеем

t
i′1,...,i

′
r+1,i

′
r,...,i

′
p

j′1,...j
′
q

= c
i′1
i1
. . . c

i′r+1

ir+1
c
i′r
ir
. . . c

i′p
ip
cj1j′1
. . . c

jq
j′q
t
i1,...,ir+1,ir,...,ip
j1,...jq

.
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Но это и означает, что

d
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j
′
q

= c
i′1
i1
. . . c

i′p
ip
cj1j′1
. . . c

jq
j′q
d
i1,...,ip
j1,...,jq

.

Теорема доказана.

Следствие 1.2. Свойство тензора (t
i1,...,ip
j1,...,jq

) быть симметричным по
паре верхних индексов t

i1,...,ir+1,ir,...,ip
j1,...jq

= t
i1,...,ir,ir+1,...,ip
j1,...jq

или кососимметрич-
ным t

i1,...,ir+1,ir,...,ip
j1,...jq

= −ti1,...,ir,ir+1,...,ip
j1,...jq

является инвариантным, т. е. если это
свойство выполнено для компонент тензора в одной системе координат,
то оно выполняется и во всех остальных системах координат.

То же касается и симметрии по нижним индексам.

Действительно, предположим тензор (t
i1,...,ip
j1,...,jq

) симметричен. Тогда тензор с
компонентами (t

i1,...,ir+1,ir,...,ip
j1,...jq

− t
i1,...,ir,ir+1,...,ip
j1,...jq

) равен нулю, но свойство тен-
зора быть нулевым не зависит от выбора системы координат. Аналогично
проверяется инвариантность косой симметрии.

Теорема 1.3. Пусть дан тензор t = (t
i1,...,ip
j1,...,jq

) ∈ T (p, q, L). Тогда набор
чисел

(t
i1,...,ir−1,k,ir+1,...,ip
j1,...,jl−1,k,jl+1,...,jq

)

является тензором пространства T (p− 1, q − 1, L).
Этот тензор называется сверткой тензора t по индексам ir, jl.

Доказательство. Используя формулу (5), проверим, что указанный на-
бор чисел преобразуется по тензорному закону:

t
i′1,...,i

′
r−1,k,i

′
r+1,...,i

′
p

j′1,...,j
′
l−1,k,j

′
l+1,...,j

′
q

= c
i′1
i1
. . . c

i′r−1

ir−1
cksc

i′r+1

ir+1
. . . c

i′p
ip
·

· cj1j′1 . . . c
jl−1

j′l−1
cnkc

jl+1

j′l+1
. . . c

jq
j′q
t
i1,...,ir−1,s,ir+1,...,ip
j1,...,jl−1,n,jl+1,...,jq

=

= c
i′1
i1
. . . c

i′r−1

ir−1
c
i′r+1

ir+1
. . . c

i′p
ip
·

· cj1j′1 . . . c
jl−1

j′l−1
c
jl+1

j′l+1
. . . c

jq
j′q
t
i1,...,ir−1,s,ir+1,...,ip
j1,...,jl−1,s,jl+1,...,jq

.

Теорема доказана.

Теорема 1.4. Рассмотрим тензоры

t = (t
i1,...,ip
j1,...,jq

) ∈ T (p, q, L), d = (dl1,...,lrn1,...,ns
) ∈ T (r, s, L).
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Числа

v
i1,...,ip,l1,...,lr
j1,...,jq,n1,...,ns

= t
i1,...,ip
j1,...,jq

dl1,...,lrn1,...,ns

являются компонентами тензора пространства T (p+ r, q + s, L).

В условиях теоремы 1.4. тензор v = (v
i1,...,ip,l1,...,lr
j1,...,jq,n1,...,ns

) называется тензорным
произведением тензоров t и d и обозначается v = t⊗ d.

Необходимо отметить, что такое определение тензорного произведения
лишь с точностью до изоморфизма пространств совпадает с ранее введен-
ным.

Дело в том, что в соответствии с определением 1.4. тензор v являет-
ся элементом пространства T (p, q, L) ⊗ T (r, s, L), однако мы относим ко-
ординаты этого тензора к базису пространства T (p + r, q + s, L). Мож-
но показать, что такое отображение является изоморфизмом пространств
T (p, q, L)⊗ T (r, s, L) и T (p+ r, q + s, L) и не зависит от выбора базиса про-
странства L.

Задача 1.6. Докажите теорему 1.4., исходя из преобразования коор-
динат.

1.7. Метрический тензор: поднятие и опускание индексов

Определение 1.7. Симметрический тензор g = (gi,j) ∈ T (0, 2, L) на-
зывается метрическим тензором пространства L, или метрикой, если он
невырожден, т. е. если из равенства

gi,ja
iaj = 0

следует, что ai = 0, i = 1, . . . ,m, и неотрицательно определен: для лю-
бого вектора (ai) верно неравенство

gi,ja
iaj ≥ 0.

Матрица G = (gi,j) называется матрицей Грамма. В силу симметричности и
невырожденности тензора g, матрица G симметрична и невырождена. Через
(gi,j) обозначим компоненты матрицы G−1, так что gi,jgi,k = δkj .

Если на метрику не наложено условие неотрицательной определенности,
то такая метрика называется индефенитной. Все дальнейшие построения
относятся к случаю индефенитной метрики.
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Задача 1.7. Докажите, что свойства метрики быть неотрицатель-
но определенной и невырожденной не зависят от выбора системы коор-
динат в L. Докажите, что набор чисел (gi,j) является симметрическим
тензором пространства T (2, 0, L).

Если в пространстве L определена метрика, то с ее помощью мы можем
ставить в соответствие тензорам с ковариантными компонентами тензоры с
контравариантными компонентами и наоборот.

Например, тензору d = (di,jl,k) можно поставить в соответствие тензор
djs,l,k = di,jl,kgi,s. Эта операция называется опусканием индекса у тензора d.
Аналогично, тензор dr,i,jk = di,jl,kg

l,r является результатом поднятия индекса у
тензора d.

Однако надо оговаривать отдельно, какой по порядку индекс мы подни-
маем или опускаем (тензоры (di,jl,kg

l,r) и (di,jl,kg
k,r), вообще говоря, различны).

С помощью надлежащей композиции операций поднятия и опускания ин-
дексов мы устанавливаем канонический изоморфизм между пространствами
T (p, q, L) и T (p′, q′, L), p+ q = p′ + q′.

1.8. Кососимметрические формы

Обозначим через σ биекцию множества чисел {1, . . . , n}

σ =

(
1 . . . n

σ(1) . . . σ(n)

)
,

которая числу j ∈ {1, . . . , n} взаимнооднозначно ставит в соответствие чис-
ло σ(j) ∈ {1, . . . , n}.

Биекции множества из n элементов называются перестановками. Множе-
ство перестановок чисел {1, . . . , n} обозначается через Sn.

Как известно из комбинаторики, Sn состоит из n! элементов

#Sn = n!.

Четностью перестановки называется число

sgn(σ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(i)− σ(j)

i− j
∈ {−1, 1}.
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Четность композиции перестановок σ, τ ∈ Sn находится по формуле

sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ).

Отсюда, в частности, следует, что

sgn(σ) = sgn(σ−1). (17)

Пусть, как обычно, m – размерность линейного пространства L. С точ-
ностью до канонического изоморфизма, пространство T (0, k, L) состоит из
полилинейных отображений вида

f : L× . . .× L︸ ︷︷ ︸
k сомножителей

→ R.

Определение 1.8. Тензор f ∈ T (0, k, L) называется кососиммет-
рическим, если для любой перестановки σ ∈ Sk верна формула
f(u1, . . . , uk) = sgn(σ)f(uσ(1), . . . , uσ(k)). Такие тензоры мы будем называть
k−формами. Число k называется степенью формы.

Пространство k-форм обозначим символом Λk(L).
В частности, Λ1(L) = L∗.

Итак, пространство Λk(L) является подпространством в T (0, k, L).

Задача 1.8. Докажите, что если k > m, то размерность простран-
ства Λk(L) равна нулю, а если k = m, то – единице.

Определение 1.9. Пусть f(u1, . . . , uk) ∈ Λk(L) и g(v1, . . . , vl) ∈ Λl(L).
Внешним произведением тензоров f и g (обозначается f ∧ g) называется
элемент пространства T (0, k + l, L), определенный формулой

(f ∧ g)(u1, . . . , uk+l) =

=
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)f(uσ(1), . . . , uσ(k))g(uσ(k+1), . . . , uσ(k+l)).

Как видно из определения, f∧g ∈ Λk+l(L).Кроме того операция внешнего
произведения билинейна.

Теорема 1.5. Пусть f ∈ Λp(L), g ∈ Λq(L), h ∈ Λr(L). Тогда

(f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h). (18)
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Это свойство внешнего умножения называется ассоциативностью. Оно
непосредственно проверяется в случае, когда f, g, h ∈ Λ1(L). Доказательство
теоремы 1.5. мы приводим ниже, а сейчас вернемся к более элементарным
свойствам внешнего умножения.

Задача 1.9. Пусть f ∈ Λk(L) и g ∈ Λl(L). Докажите, что

f ∧ g = (−1)klg ∧ f.

Пусть e1, . . . , em – базис в L∗. Положим по определению

ei1 ∧ . . . ∧ eik(u1, . . . , uk) =
∑
σ∈Sk

sgn(σ)ei1(uσ(1)) . . . e
ik(uσ(k)).

Корректность такого определения обосновывается леммой 1.1. (см. ниже).

Задача 1.10. Выведите, используя (17), следующую формулу:

ei1 ∧ . . . ∧ eik =
∑
σ∈Sk

sgn(σ)eiσ(1) ⊗ . . .⊗ eiσ(k), (19)

и покажите, что
ei1 ∧ . . . ∧ eik ∈ Λk(L).

Лемма 1.1. Справедливо равенство

(ei1 ∧ . . . ∧ eil−1) ∧ (eil ∧ . . . ∧ eik) = ei1 ∧ . . . ∧ eik. (20)

Доказательство. Обозначим через S ′k ⊂ Sk – множество перестановок,
оставляющих на месте все элементы, начиная с l. Обозначим через S ′′k ⊂ Sk
– множество перестановок, оставляющих на месте первые l − 1 элементов.
Очевидно,

#S ′k = (l − 1)!, #S ′′k = (k − l + 1)!.

Используя эти формулы, а также формулу (19), для произвольного набора
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векторов u1, . . . , uk ∈ L найдем

(ei1 ∧ . . . ∧ eil−1) ∧ (eil ∧ . . . ∧ eik)(u1, . . . , uk) =

=
1

(k − l + 1)!(l − 1)!

∑
ξ∈Sk

sgn(ξ)
∑
σ∈S′k

sgn(σ)
∑
τ∈S′′k

sgn(τ)·

· eiσ(1) ⊗ . . .⊗ eiσ(l−1) ⊗ eiτ(l) ⊗ . . .⊗ eiτ(k)(uξ(1), . . . , uξ(k)) =

=
1

(k − l + 1)!(l − 1)!

∑
ξ∈Sk

sgn(ξ)
∑
σ∈S′k

sgn(σ)
∑
τ∈S′′k

sgn(τ)·

· eiξσ(1) ⊗ . . .⊗ eiξσ(l−1) ⊗ eiξτ(l) ⊗ . . .⊗ eiξτ(k)(u1, . . . , uk) =

=
1

(k − l + 1)!(l − 1)!

∑
σ∈S′k

∑
τ∈S′′k

∑
ξ∈Sk

sgn(ξτσ)·

· eiξτσ(1) ⊗ . . .⊗ eiξτσ(k) = ei1 ∧ . . . ∧ eik(u1, . . . , uk).

Здесь мы воспользовались формулой

sgn(ξτσ) = sgn(ξ)sgn(σ)sgn(τ)

и тем, что τσ(j) = σ(j), если j ≤ l − 1, и τσ(j) = τ(j), если j ≥ l.
Лемма доказана.

Теорема 1.6. Набор элементов

ei1 ∧ . . . ∧ eik, i1 < . . . < ik (21)

является базисом пространства Λk(L).

Доказательство. Рассмотрим тензор

f = fi1,...,ike
i1 ⊗ . . .⊗ eik ∈ Λk(L).

По формуле (13) имеем fi1,...,ik = f(ei1, . . . , eik), и следовательно
fi1,...,ik = sgn(σ)fiσ(1),...,iσ(k)

, σ ∈ Sk. Таким образом, используя формулу (19),
получаем

f = fi1,...,ike
i1 ⊗ . . .⊗ eik =

∑
1≤i1<...<ik≤m

fi1,...,ik
∑
σ∈Sk

sgn(σ)eiσ(1) ⊗ . . .⊗ eiσ(k) =

=
∑

1≤i1<...<ik≤m
fi1,...,ike

i1 ∧ . . . ∧ eik.
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Итак, всякий тензор f является линейной комбинацией тензоров (21).
Покажем, что элементы (21) линейно независимы. Рассмотрим линейную

комбинацию
h =

∑
1≤i1<...<ik≤m

λi1,...,ike
i1 ∧ . . . ∧ eik

и покажем, что если h = 0 то λi1,...,ik = 0. Действительно,
h(ej1, . . . , ejk) = λj1,...,jk = 0.

Теорема доказана.

Следствие 1.3. Размерность пространства Λk(L) равна m!
k!(m−k)! .

Докажем теорему 1.5.. В силу билинейности внешнего умножения и теоре-
мы 1.6., нам достаточно проверить, что формула (18) верна для одночленов

f = ei1 ∧ . . . ∧ eip, g = ej1 ∧ . . . ∧ ejq , h = el1 ∧ . . . ∧ elr .

Но это, в свою очередь, вытекает из формулы (20).

Задача 1.11. Пусть e1, . . . , em и e1, . . . , em – взаимные базисы в
L и L∗ соответственно. Рассмотрим в пространстве L векторы:
uj = uijei, j = 1, . . . ,m. Через U обозначим матрицу с компонентами
uij.

Покажите, что

(e1 ∧ . . . ∧ em)(u1, . . . , um) = detU.

1.9. Тензорные величины (тензорные плотности)

В этом разделе мы обобщим понятие "тензор". По аналогии с определе-
нием 1.6. будем говорить, что в пространстве L задана скалярная величина,
если каждой системе координат в L сопоставлено число. Так, системе ко-
ординат e1, . . . , em поставлено в соответствие число a, а системе координат
e1′, . . . , em′ – число a′. Числа a и a′ связаны друг с другом линейным преоб-
разованием

a′ = fa,

где f = f(C) – функция матрицы перехода от базиса e1, . . . , em к базису
e1′, . . . , em′. Естественно,

f(E) = 1, E = (δji ). (22)
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Обозначим через a′′ число, поставленное в соответствие системе коорди-
нат e1′′, . . . , em′′, и пусть Q – матрица перехода к этой системе от системы
e1′, . . . , em′. Соответственно, a′′ = f(Q)a′ = f(Q)f(C)a. Так как, переход от
системы координат e1, . . . , em к системе координат e1′′, . . . , em′′ осуществля-
ется с помощью матрицы QC, мы можем написать a′′ = f(QC)a. Следова-
тельно функция f удовлетворяет уравнению

f(QC) = f(Q)f(C) (23)

для любых невырожденных матриц Q,C.
В силу формул (22), (23) функция f : GL(L)→ R является гомоморфиз-

мом группы невырожденных преобразований пространства L в мультипли-
кативную группу действительных чисел.

Теорема 1.7. ([5]) Предположим f : GL(L) → R – гомоморфизм ука-
занного вида. Тогда, существует такая константа σ ∈ R, что либо

f(C) = |detC|σ,

либо
f(C) = |detC|σ−1detC.

Таким образом возможны следующие случаи:
1. Скалярная величина a во всех базисах одна и та же. Тогда a это скаляр

(инвариант).
2. При замене базиса величина a преобразуется по закону

a′ = |detC|−1detCa = sgn (detC)a,

в этом случае величина a называется осевым (аксиальным) инвариантом,
или аксиальной скалярной величиной.

3. Если a′ = |detC|σa, σ 6= 0, то a это псевдоинвариант веса σ.
4. Если a′ = |detC|σ−1detCa, σ 6= 0, то a – осевой (аксиальный) псев-

доинвариант веса σ.
Пример. В пространстве L задана билинейная функция (тензор типа

(0,1)). Определитель матрицы этой билинейной функции – псевдоинвари-
ант веса 2.
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C точностью до канонического изоморфизма, пространство T (p, q, L) со-
стоит из полилинейных функций

t : L× . . .× L︸ ︷︷ ︸
q сомножителей

× L∗ × . . .× L∗︸ ︷︷ ︸
p сомножителей

→ R.

Само значение полилинейной функции является скаляром, т. е. не зависит
от того в каком базисе мы его вычисляем.

Теперь мы будем рассматривать полилинейные функции, значения кото-
рых являются скалярными величинами. Сами такие функции называются
тензорными величинами.

Пусть e1, . . . , em и e1′, . . . , em′ – произвольные базисы в L, связанные мат-
рицей перехода C = (cii′).

Следующее определение обобщает определение 1.6.

Определение 1.10. Предположим, что каждому базису простран-
ства L поставлен в соответствие набор чисел (t

i1,...,ip
j1,...,jq

), и эти наборы свя-
заны друг с другом формулами

t
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j
′
q

= |detC|σ−1detCc
i′1
i1
. . . c

i′p
ip
cj1j′1
. . . c

jq
j′q
t
i1,...,ip
j1,...,jq

. (24)

Тогда говорят, что в пространстве L задан аксиальный псевдотензор
типа (p, q) веса σ. Множество таких псевдотензоров обозначим через
T aσ (p, q, L).

Предположим, что каждому базису пространства L поставлен в соот-
ветствие набор чисел (t

i1,...,ip
j1,...,jq

), и эти наборы связаны друг с другом форму-
лами

t
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j
′
q

= |detC|σci
′
1

i1
. . . c

i′p
ip
cj1j′1
. . . c

jq
j′q
t
i1,...,ip
j1,...,jq

. (25)

Тогда говорят, что в пространстве L задан псевдотензор типа (p, q) веса
σ. Множество таких псевдотензоров обозначим через Tσ(p, q, L).

В обоих случаях набор чисел (t
i1,...,ip
j1,...,jq

) будем называть координатами

тензорной величины в базисе e1, . . . , em, координаты (t
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j
′
q
) при этом, со-

ответствуют базису e1′, . . . , em′.

Аксиальные псевдотензоры веса 0 называют аксиальными тензорами.
Псевдотензоры веса 0 являются тензорами в обычном смысле.

Множества T aσ (p, q, L) и Tσ(p, q, L) образуют линейные пространства от-
носительно операций покоординатного сложения и умножения на число.
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Полилинейная функция, значение которой является скалярной величи-
ной, строится по своим координатам следующим образом:

t = t
i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq ∈ T aσ (p, q, L) или Tσ(p, q, L).

Как и в случае обычных тензоров, операция перестановки местами пары
верхних или нижних индексов (теорема 1.2.) не меняет тип и вес тензорной
величины. Операция свертки (теорема 1.3.) уменьшает на единицу количе-
ство ковариантных и контравариантных индексов у тензорной величины, но
не меняет ее вес.

Тензорное произведение тензорных величин определяется так же, как в
теореме 1.4.. Вес тензорного произведения двух тензорных величин равен
сумме весов сомножителей. При этом тензорное произведение двух аксиаль-
ных псевдотензоров дает псевдотензор; тензорное произведение аксиально-
го псевдотензора на псевдотензор дает аксиальный псевдотензор; тензорное
произведение двух псевдотензоров дает псевдотензор.

Предположим, что в пространстве L задан метрический тензор gi,j (по-
ложительно определенный). Можно показать, что определитель матрицы
Грамма g = det(gi,j) является псевдоинвариантом веса 2. Это позволяет
установить канонический изоморфизм между пространствами тензорных
величин различного веса. Действительно, пространство Tσ1

(p, q, L) канони-
чески изоморфно пространству Tσ2

(p, q, L). Изоморфизм дается следующей
формулой:

Tσ1
(p, q, L) 3 (t

i1,...,ip
j1,...,jq

) � (g(σ2−σ1)/2t
i1,...,ip
j1,...,jq

) ∈ Tσ2
(p, q, L).

Точно также строится канонический изоморфизм между пространствами
T aσ1

(p, q, L) и T aσ2
(p, q, L).

Пусть L = R3. Оказывается, что пространство Λ2(R3) канонически изо-
морфно пространству T a1 (1, 0,R3). Изоморфизм строится следующим обра-
зом:

T a1 (1, 0,R3) 3 u = u1e1 + u2e2 + u3e3

� ωu = u3e1 ∧ e2 + u1e2 ∧ e3 + u2e3 ∧ e1 ∈ Λ2(R3).

Если в добавок в R3 имеется метрический тензор то пространство Λ2(R3)
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канонически изоморфно пространству аксиальных векторов

T a0 (1, 0,R3) 3 u =
1
√
g

(u1e1 + u2e2 + u3e3)

� ωu = u3e1 ∧ e2 + u1e2 ∧ e3 + u2e3 ∧ e1 ∈ Λ2(R3). (26)

Этот изоморфизм позволяет построить векторное произведение в R3.
Предположим, что в R3 задан метрический тензор gi,j. Тогда, опуская ин-
дексы у векторов v = (vi) и w = (wi), построим 2-форму:

ω = (vie
i) ∧ (wie

i), vi = gi,jv
j, wi = gi,jw

j.

Аксиальный вектор, который соответствует этой форме при изоморфизме
(26), называется векторным произведением вектора v на w.
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2 Часть 2: Дифференциальное исчисление тензоров

2.1. Введение

Прежде всего, отметим некоторые особенности настоящего пособия.
Для понимания текста требуется знание линейной алгебры в объеме учеб-

ника [4].
Все функции, встречающиеся ниже, считаются бесконечно дифференци-

руемыми в своих областях определения.
Так как дифференцирование является локальной операцией, мы не вво-

дим понятие многообразия. Все построения происходят на поверхности, ко-
торая состоит из одной карты и, для удобства восприятия, вложена в про-
странство большей размерности. Несмотря на указанную специфику, все ре-
зультаты легко переносятся на случай произвольного гладкого многообра-
зия.

2.2. Понятие m-мерной поверхности

Рассмотрим аффинное пространство Rn, состоящее из точек с координа-
тами (a1, . . . , an), aj ∈ R. Удобно также считать, что каждая точка задана
своим радиус-вектором r = (a1, . . . , an).

Представим себе, что в пространстве Rn движется точка. Это значит, что
ее радиус-вектор зависит от времени

r(t) = (a1(t), . . . , an(t)). (27)

В этом случае вектор-функция (27) задает кривую в пространстве Rn, кото-
рая является траекторией точки. Каждому значению параметра t соответ-
ствует точка кривой с радиус-вектором r(t).

Вектор

e(t) = v(t) =
dr(t)

dt
=
(da1(t)

dt
, . . . ,

dan(t)

dt

)
задает скорость точки в момент времени t и касается кривой.

Очевидно, если скорость точки не обращается в ноль, то ее траектория
будет гладкой, т. е. не будет иметь изломов.

Кривая является примером одномерной поверхности в Rn. Обобщая этот
пример, введем определение поверхности.



Обозначим через B единичный шар пространства Rm, m ≤ n:

B =
{
x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm | |x|2 =

m∑
i=1

(xi)2 < 1
}
.

Определение 2.1. Предположим, что задана вектор-функция

r(x) ∈ Rn, x ∈ B. (28)

Тогда множество точек M = {r(x) | x ∈ B} называется m-мерной по-
верхностью в пространстве Rn, если выполнены следующие условия:

1. Отображение r : B →M взаимнооднозначно,
2. Векторы ej(x) = ∂r(x)

∂xj , j = 1, . . . ,m линейно независимы при всех
x ∈ B. Они называются базисными векторами на поверхности.

Числа x = (x1, . . . , xm) называются координатами точки поверхности
с радиус-вектором r(x).

Пространство Rn называется объемлющим пространством.

В дальнейшем мы будем отождествлять координаты точки поверхности с
самой точкой и писать x = (x1, . . . , xm) ∈ M , кроме того, там, где это не
приводит к недоразумениям, мы опускаем аргументы функций и пишем ej
вместо ej(x).

Рассмотрим пример. Зададим в пространстве R3 двумерную поверхность
радиус-вектором

r(x1, x2) = (2x1, x2, 1− (x1)2 − 3(x2)2), (x1)2 + (x2)2 < 1. (29)

Здесь e1 = (2, 0,−2x1), e2 = (0, 1,−6x2). Очевидно, эта поверхность явля-
ется параболоидом.

Вернемся к общему случаю. Если у радиус-вектора (28) зафиксировать
все аргументы, кроме xi, то получится радиус-вектор, зависящий от одного
аргумента. Этот радиус-вектор задает кривую на поверхности M , которая
называется i-й координатной линией. Придавая различные значения зафик-
сированным координатам, мы получим семейство i-х координатных линий.

Вектор ei является касательным вектором к i-й координатной линии.
Меняя в этой конструкции индекс i от 1 доm, мы покрываем поверхность

M координатной сеткой.
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Определение 2.2. Пусть x̂ ∈ M . Линейное пространство с базисом
ei(x̂), i = 1, . . . ,m называется касательным пространством к поверхно-
сти M в точке x̂ и обозначается Tx̂M.

Пространство, сопряженное с Tx̂M , называется кокасательным про-
странством в точке x̂ и обозначается T ∗x̂M .

Из определения поверхности следует, что размерность касательного про-
странства во всех точках равна m.

Геометрически пространство Tx̂M представляет собой m-мерную плос-
кость, которая касается поверхности M в точке x̂ и состоит из точек, задан-
ных радиус-векторами

r = r(x̂) + b, b ∈ Tx̂M.

2.3. Замены координат на поверхности

Рассмотрим взаимно однозначное отображение шара B в себя, которое
точке с координатами x = (xi) ставит в соответствие точку с координатами
x′(x) = (xi

′
(x1, . . . , xm)). Положим, что якобиан этого отображения не равен

нулю ни в одной точке шара

det(ci
′

i ) 6= 0, ci
′

i =
∂xi

′

∂xi
.

Такое отображение называется диффеоморфизмом. По теореме о неявной
функции определено обратное отображение x(x′), матрица Якоби которого
имеет компоненты

cii′ =
∂xi

∂xi′
,

причем ci
′

j c
k
i′ = δkj .

Теперь мы можем задать поверхность M с помощью радиус-вектора

r′(x′) = r(x(x′)). (30)

Вектор-функция r′(x′) задает на поверхности новую координатную сетку c
координатами x′ и базисными векторами

ej′(x
′) =

∂r′(x′)

∂xj′
, j′ = 1, . . . ,m.
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Для того, чтобы найти закон, связывающий векторы старого и нового базиса,
продифференцируем формулу (30) по xj′

∂r′(x′)

∂xj′
=
∂r(x)

∂xk
∂xk

∂xj′
,

или
ej′ = ckj′ek. (31)

Формула (31) показывает, что вектор-функция r′(x′) удовлетворяет услови-
ям определения 2.1.. Действительно, так как матрица с компонентами ckj′

невырождена, то векторы ej′ линейно независимы.
Таким образом, всякий диффеоморфизм шараB задает замену координат

вM и приводит к линейной замене базиса в пространстве Tx̂M по формулам
(31). Соответственно, закон преобразования взаимных базисов в простран-
стве T ∗x̂M имеет вид

ej
′
= cj

′

k e
k, (32)

здесь базис ej′ взаимен с базисом ej′, а базис ek взаимен с базисом ek.
Если базисные ковекторы ei переобозначить через dxi, т. е. dxi = ei, то

уравнение (32) примет более естественную форму

dxj
′
=
∂xj

′

∂xk
dxk.

По тем же причинам, в силу формулы (31), векторы ej иногда обозначают
символами соответствующих частных производных

ej =
∂

∂xj
.

2.4. Тензорные поля на поверхности

Обозначим через T (p, q, L) множество тензоров типа (p, q) в линейном
пространстве L.

В каждом касательном пространстве Tx(M), x ∈ M зададим тензор
типа (p, q) с координатами

t
i1,...,ip
j1,...,jq

= t
i1,...,ip
j1,...,jq

(x). (33)

Соответственно, если в наборе функций (33) положить x = x̂, где x̂– любая
фиксированная точка поверхностиM , то мы получим набор чисел ti1,...,ipj1,...,jq

(x̂),
задающий координаты тензора в касательном пространстве Tx̂(M).
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Определение 2.3. Функция

t : M →
⋃
x∈M

T (p, q, Tx(M)),

которая каждой точке x ∈M ставит в соответствие тензор типа (p, q)

в пространстве Tx(M), называется тензорным полем на поверхности M .
Пространство таких функций мы обозначим через T (p, q,M).

Так, тензор типа (0, 0) – это скалярная функция f : M → R.
Вместо слова "тензорное поле"мы иногда будем просто говорить "тен-

зор".
К элементам пространства T (p, q,M) применимы все операции, которые

рассматриваются в алгебраической теории тензоров (тензорное произведе-
ние, свертка и т. д.).

В частности, при переходе от координат x к координатам x′ на поверхно-
сти M , координаты тензора типа (p, q) преобразуются следующим образом:

t
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j
′
q

= c
i′1
i1
. . . c

i′p
ip
cj1j′1
. . . c

jq
j′q
t
i1,...,ip
j1,...,jq

, (34)

где в силу формул (31), (32)

t
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j
′
q

= t
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j
′
q
(x′), t

i1,...,ip
j1,...,jq

= t
i1,...,ip
j1,...,jq

(x(x′)),

ckk′ =
∂xk

∂xk′
(x′), ck

′

k =
∂xk

′

∂xk
(x(x′)).

Однако, так как элементы пространства T (p, q,M) являются функциями
точки x ∈ M , то кроме алгебраических операций, к ним применимы опера-
ции анализа, к изучению которых мы и переходим.

Задача 2.1. Рассмотрим функцию f : M → R. Докажите, что набор
функций

∂f

∂xi

задает координаты тензора типа (0, 1), то есть ковектора.

2.5. Производная Ли

Нам понадобится несколько фактов из теории обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Подробное изложение содержится в [1].
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Зададим на поверхности M векторное поле (т. е. тензор типа (1, 0)) с
компонентами v(x) = (v1(x), . . . , vm(x)). Для того, чтобы найти кривую

x(t) = (x1(t), . . . , xm(t)) ∈M,

которая проходит через точку x̂ = (x̂1, . . . , x̂m) и касается этого векторно-
го поля во всех своих точках, надо решить следующую задачу Коши для
системы обыкновенных дифференциальных уравнений:

dxi

dt
= vi(x), xi(0) = x̂i, i = 1, . . . ,m.

Решение такой задачи существует (по крайней мере при до-
статочно малых |t|) и единственно. Обозначим это решение через
gt(x̂) = ((gt)1(x̂), . . . , (gt)m(x̂)):

dgt(x̂)

dt
= v(gt(x̂)), g0(x̂) = x̂.

Рассмотрим область D, компактно принадлежащую M . Через gt(D) обо-
значим образ этой области при отображении gt. Можно показать, что при
малых |t| отображение x 7→ gt(x) является диффеоморфизмом областей D
и gt(D), причем g−t является обратным диффеоморфизмом.

Нам понадобятся следующие асимптотические формулы для матриц Яко-
би отображений y(x) = gt(x) и x = g−t(y):

∂xi

∂yj
= δij − t

∂vi(x)

∂xj
+ o(t), t→ 0, (35)

∂yi

∂xj
= δij + t

∂vi(x)

∂xj
+ o(t). (36)

Кроме того, отметим, что

gt(x) = x+ tv(x) + o(t), t→ 0. (37)

Производная Ли тензорного поля обобщает понятие производной по на-
правлению от функции. Зададим функцию f : M → R.

Для того, чтобы характеризовать изменение этой функции вдоль вектор-
ного поля v, рассмотрим производную:

d

dt
f(gt(x)).
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Значение этой производной при t = 0 называется производной Ли от функ-
ции f вдоль векторного поля v и обозначается Lvf . В силу формулы (37),
производная Ли от функции имеет вид

Lvf = vi
∂f

∂xi
.

В случае произвольного тензорного поля с координатами ui1,...,ipj1,...,jq
(x) нам

недостаточно просто подставить преобразование gt(x) в аргумент функций
u
i1,...,ip
j1,...,jq

(x), так как не только аргумент, но и сами эти функции меняются
при преобразовании x 7→ gt(x). Поэтому удобно трактовать отображение
y = gt(x) как замену координат в D. Тогда производная Ли определяется
следующим образом.

Определение 2.4. Производной Ли тензорного поля
u = u

i1,...,ip
j1,...,jq

∈ T (p, q,M) называется тензор пространства T (p, q,M) с ко-
ординатами

(Lvu)
i1,...,ip
j1,...,jq

=
d

dt

∣∣∣
t=0
ci1i′1
. . . c

ip
i′p
c
j′1
j1
. . . c

j′q
jq
u
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j
′
q
(gt(x)),

здесь

cl
′

k =
∂yl

′

∂xk
(x), clk′ =

∂xl

∂yk′
(y(x)).

Производная Ли является линейным оператором в T (p, q,M), и для любых
тензоров h и b выполнено правило Лейбница

Lv(h⊗ b) = Lvh⊗ b+ h⊗ Lvb.

В качестве примера найдем координаты производной Ли от векторного
поля w. Используя формулы (36), (37) вычислим

cii′w
i′(gt(x)) =

(
δii′ − t

∂vi

∂xi′
+ o(t)

)
·
(
wi′(x) +

∂wi′

∂xk
vkt+ o(t)

)
= wi + t

(∂wi

∂xk
vk − ∂vi

∂xi′
wi′
)

+ o(t).

Отсюда

(Lvw)j =
∂wj

∂xk
vk − ∂vj

∂xi
wi. (38)

Задача 2.2. Используя формулы (35), (36), (37), найдите координаты
производной Ли вдоль векторного поля v от тензора aij(x) ∈ T (1, 1,M).
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Производная Ли от одного векторного поля вдоль другого обладает рядом
замечательных свойств, некоторые из которых мы сейчас отметим.

Векторное поле Lvw назовем коммутатором полей v и w и обозначим

[v, w] = Lvw.

Коммутатор, очевидно, является билинейной операцией. Кроме того, он ко-
сосимметричен [v, w] = −[w, v], и для него выполнено тождество Ли

[u, [v, w]] + [w, [u, v]] + [v, [w, u]] = 0, u, v, w ∈ T (1, 0,M).

Таким образом, пространство T (1, 0,M) является алгеброй Ли относительно
операции коммутирования.

Задача 2.3. Используя формулу (38), проверьте перечисленные выше
свойства коммутатора.

2.6. Дифференциальные формы

Определение 2.5. Дифференциальной k-формой называется ковари-
антный кососимметрический тензор валентности k.

Напомним некоторые факты из алгебраической теории тензоров. Множе-
ство ковариантных кососимметрических тензоров валентности k образует
линейное пространство, которое мы обозначим через Λk(M). Тензоры

dxi1 ∧ . . . ∧ dxik, 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m

задают базис в каждом пространстве Λk(TxM), x ∈M.

Всякий элемент ω ∈ Λk(M) раскладывается по этому базису следующим
образом

ω =
∑

1≤i1<...<ik≤m
ωi1,...,ik(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik. (39)

Если k больше размерности M , то дифференциальная форма тождественно
равна нулю.

Функции ωi1,...,ik , которые являются координатами тензора ω, кососиммет-
ричны по своим индексам

ωi1,...,ik = sgn(σ)ωiσ(1),...,iσ(k)
, σ ∈ Sk.
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Так как дифференциальные формы являются функциями точки x ∈ M ,
то над ними, кроме алгебраических операций, можно выполнять еще и опе-
рации анализа.

Определение 2.6. Внешним дифференциалом называется линейный
оператор d : Λk(M)→ Λk+1(M), который на форму (39) действует следу-
ющим образом

dω =
∑

1≤i1<...<ik≤m

∂ωi1,...,ik(x)

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik. (40)

Конечно, данное определение нуждается в проверке корректности. Мы
должны доказать, что выражение (40) действительно является дифферен-
циальной формой.

Для простоты сначала проверим этот факт на примере дифференциро-
вания 1−формы.

Рассмотрим форму ω = ωidx
i. По определению

dω =
∂ωi
∂xj

dxj ∧ dxi =
∑
j<i

(∂ωi
∂xj
− ∂ωj
∂xi

)
dxj ∧ dxi.

Очевидно, набор функций

ui,j =
∂ωi
∂xj
− ∂ωj
∂xi

кососимметричен по своим индексам. Покажем, что ui,j – компоненты двух-
валентного ковариантного тензора. Для этого заметим, что так как функции
ωi являются компонентами ковектора, то при замене координат xi 7→ xi

′ они
преобразуются по формуле

ωi′ =
∂xi

∂xi′
ωi.

Дифференцируя эту формулу по xs′, получаем

∂ωi′

∂xs′
=

∂2xi

∂xs′∂xi′
ωi +

∂xi

∂xi′
∂xl

∂xs′
∂ωi
∂xl

.

Меняя в последней формуле местами i′ и s′ и принимая во внимание, что

∂2xi

∂xs′∂xi′
=

∂2xi

∂xi′∂xs′
,

30



находим
∂ωi′

∂xs′
− ∂ωs′

∂xi′
=
∂xi

∂xi′
∂xl

∂xs′

(∂ωi
∂xl
− ∂ωl
∂xi

)
.

Но это и означает, что функции ui,j преобразуются по ковариантному закону.
В общем виде мы докажем корректность определения 2.6. ниже. А сейчас,

считая временно, что система координат x фиксирована, изучим свойства
оператора внешнего дифференцирования.

На функции этот оператор действует как обычный дифференциал

df =
∂f

∂xi
dxi. (41)

Теорема 2.1. Рассмотрим формы ω1 ∈ Λp(M) и ω2 ∈ Λq(M). Справед-
ливы следующие формулы:

ddω1 = 0, (42)

d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)pω1 ∧ dω2. (43)

Задача 2.4. Докажите формулу (42).

Докажем формулу (43). В силу линейности операции d формулу (43) до-
статочно проверить лишь для случая, когда ω1 и ω2 – одночлены:

ω1 = fdxi1 ∧ . . . ∧ dxip, ω2 = gdxj1 ∧ . . . ∧ dxjq .

Тогда
ω1 ∧ ω2 = fgdxi1 ∧ . . . ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq .

Поэтому

d(ω1 ∧ ω2) =
∂f

∂xk
gdxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq+

+ f
∂g

∂xk
dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq =

=
( ∂f
∂xk

dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip
)
∧ (gdxj1 ∧ . . . ∧ dxjq)+

+ (−1)p(fdxi1 ∧ . . . ∧ dxip) ∧
( ∂g
∂xk

dxk ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq
)

=

= dω1 ∧ ω2 + (−1)pω1 ∧ dω2,

где мы использовали тождество

dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq =

= (−1)pdxi1 ∧ . . . ∧ dxip ∧ dxk ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq .
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Теорема 2.2. Линейный оператор d : Λk(M) → Λk+1(M) однозначно
определен свойствами (41 – 43).

Доказательство Пусть ∂ – какая-нибудь другая операция, обладающая
перечисленными свойствами. Тогда если форма ω определена формулой (39),
то в силу линейности и свойства (43) имеем

∂ω =
∑

1≤i1<...<ik≤m

(
(∂ωi1,...,ik(x))dxi1 ∧ . . . ∧ dxik+

+
k∑
l=1

(−1)l−1ωi1,...,ik(x)dxi1 ∧ . . . ∧ ∂dxil ∧ . . . ∧ dxik
)
. (44)

По формуле (41) получим

∂ωi1,...,ik =
∂ωi1,...,ik
∂xs

dxs, ∂xs = dxs.

Из последней формулы и ввиду свойства (42) находим ∂dxs = ∂∂xs = 0.
Подставляя все эти формулы в (44), получаем ∂ω = dω. Теорема доказана.

Таким образом, если в разных системах координат определить операто-
ры внешнего дифференцирования формулой (40), то ввиду теоремы 2.2. и
инвариантности свойств (41 – 43) эти операторы совпадут. Это и доказывает
корректность определения оператора d.

В заключение отметим некоторые формулы, связывающие внешнее диф-
ференцирование и производную Ли.

Задача 2.5. Пусть ω1 ∈ Λp(M) и ω2 ∈ Λq(M), v ∈ T (1, 0,M).
Докажите, что

dLvω1 = Lvdω1, Lv(ω1 ∧ ω2) = (Lvω1) ∧ ω2 + ω1 ∧ (Lvω2).

Определим оператор гомотопии iv : Λk(M) → Λk−1(M), v ∈ T (1, 0,M)

формулой

iv
∑

1≤i1<...<ik≤m
ωi1,...,ikdx

i1 ∧ . . . ∧ dxik =

=
∑

1≤i1<...<ik−1≤m
ωj,i1...,ik−1

vjdxi1 ∧ . . . ∧ dxik−1.
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Задача 2.6. Пусть ω1 ∈ Λp(M) и ω2 ∈ Λq(M). Докажите, что

ivivω1 = 0,

iv(ω1 ∧ ω2) = (ivω1) ∧ ω2 + (−1)pω1 ∧ (ivω2),

ivdω1 + divω1 = Lvω1.

Последняя формула называется формулой гомотопии (по существу, это про-
сто правило Лейбница).

2.7. Поведение ковариантных тензоров при отображениях

Результаты этого раздела используются при интегрировании дифферен-
циальных форм.

Рассмотрим две поверхности M и N размерностей m и n соответствен-
но, m ≤ n. Будем считать, что на поверхности M введены координаты
xj, j = 1, . . . ,m, а на поверхности N – координаты yi, i = 1, . . . , n.
Зададим отображение f : M → N, yi = f i(x1, . . . , xm).

Оказывается отображение f индуцирует линейное отображение
f∗ : T (0, q, Tf(x)N) → T (0, q, TxM), x ∈ M . Это отображение опреде-
лено следующим образом. Если

t = (ti1,...,iq(y)) ∈ T (0, q, N),

то
(f∗t)j1,...,jq(x) =

∂yi1

∂xj1
(x) . . .

∂yiq

∂xjq
(x)ti1,...,iq(f(x)).

Если f : M → N – вложение поверхности M в поверхность N , то опе-
рация f∗ называется сужением ковариантного тензора с поверхности N на
поверхность M .

Для дифференциальных форм ω ∈ Λk(N) имеет место простой, но важ-
ный факт –

f∗dω = df∗ω.

Это равенство проверяется прямым вычислением.
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2.8. Связность, тензор кручения

Как уже отмечалось, если задана функция f : M → R, то ее частные
производные

∂f

∂xi
образуют ковариантный тензор. Однако, как легко проверить, набор вторых
частных производных

∂2f

∂xi∂xj

никакого тензора, вообще говоря, не образует. Кроме того, тензором не явля-
ется, например, набор частных производных от компонент векторного поля.

Для того, чтобы преодолеть это неудобство, мы построим операцию, ко-
торая является инвариантной версией частного дифференцирования и од-
новременно обобщает понятие градиента функции.

Определение 2.7. Будем говорить, что на поверхностиM задана аф-
финная связность, если каждому векторному полю v ∈ T (1, 0,M) сопо-
ставлена операция

∇v : T (p, q,M)→ T (p, q,M),

определенная при всех целых неотрицательных p, q и обладающая следую-
щими свойствами.

Для всякой функции f : M → R, векторных полей u, v, ковекторного
поля g и тензоров U, V ∈ T (p, q,M), W ∈ T (p′, q′,M), выполнены равен-
ства:

∇u(U + V ) = ∇uU +∇uV, (45)

∇fu+vU = f∇uU +∇vU, (46)

∇u(fU) = f∇uU + (Luf)U, (47)

∇u(U ⊗W ) = (∇uU)⊗W + U ⊗ (∇uW ), (48)

∇ug(v) = (∇ug)(v) + g(∇uv). (49)

Операция ∇v называется ковариантным дифференцированием вдоль
векторного поля v.
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Подставляя W = f в формулу (48), и сравнивая результат с (47), находим

∇uf = Luf.

Обсудим определение 2.7.. Мы могли бы задать операцию ∇u формулами
(45-47) только на векторах (или только на ковекторах). Тогда формула (48)
позволяет нам продолжить операцию ковариантного дифференцирования на
контравариантные (ковариантные) тензоры любой валентности, а формула
(49) – на ковариантные (контравариантные) тензоры.

Формула (49) используется при выводе равенства (53).
Сделаем некоторые предварительные замечания. Введем обозначение

∇k = ∇ek.

В частности, для функции f имеем

∇kf =
∂f

∂xk
.

Таким образом, операция ∇k обобщает операцию частного дифференциро-
вания по xk.

Разложим вектор ∇kej по базису

∇kej = Γlj,kel. (50)

Функции Γlj,k называются символами Кристоффеля; ниже мы увидим, что
именно они задают операцию ковариантного дифференцирования.

Предположение 2.1. Верны формулы

∇ke
j = −Γji,ke

i. (51)

Доказательство. Применим операцию ∇k к левой и правой частям тож-
дества

ej(ei) = δji .

В силу формулы (49) получим

(∇ke
j)(ei) + ej(∇kei) = 0. (52)
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Разложим ковектор ∇ke
j по взаимному базису

∇ke
j = Γ̃js,ke

s.

Подставляя эту формулу и формулу (50) в (52), находим, что

Γ̃ji,k = −Γji,k. (53)

Это и доказывает формулу (51).
В качестве примера посмотрим, как ковариантное дифференцирование

действует на тензор H = hjiej ⊗ ei. Зададим векторное поле v = vkek и
вычислим, используя формулы (45)-(48)

∇vH = ∇vkekh
j
iej ⊗ e

i = vk(hji∇k(ej ⊗ ei) + (Lekh
j
i )ej ⊗ e

i). (54)

Очевидно,

Lekh
j
i =

∂hji
∂xk

.

По формуле (48) имеем

∇k(ej ⊗ ei) = (∇kej)⊗ ei + ej ⊗∇ke
i.

Следовательно, задача о вычислении ковариантной производной от тензора
сводится к вычислению векторов ∇kej и ковекторов ∇ke

i. Последние выра-
жаются по формулам (50,51).

Возвращаясь к формуле (54), найдем

∇vH = vk
(
hji (Γ

l
j,kel ⊗ ei − Γis,kej ⊗ es) +

∂hji
∂xk

ej ⊗ ei
)

=

= vk
(
hjiΓ

l
j,k − hlsΓsi,k +

∂hli
∂xk

)
el ⊗ ei. (55)

В частности

∇kH =
(
hjiΓ

l
j,k − hlsΓsi,k +

∂hli
∂xk

)
el ⊗ ei.

Так как в формуле (55) векторное поле v произвольно, мы можем ввести
тензорное поле типа (1, 2)

∇H = wl
i,kel ⊗ ei ⊗ ek, wl

i,k = hjiΓ
l
j,k − hlsΓsi,k +

∂hli
∂xk

.
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Это тензорное поле называется ковариантной производной тензораH. Часто
ковариантная производная записывается следующим образом:

∇kh
l
i = hjiΓ

l
j,k − hlsΓsi,k +

∂hli
∂xk

. (56)

Обратим внимание на то, что эта запись – символическая. Символом ∇kh
l
i

здесь обозначена вовсе не ковариантная производная по xk от функции hli а
компонента тензора∇H, который является результатом ковариантного диф-
ференцирования тензора H = (hli).

Формулы (50, 51) позволяют, пользуясь свойствами (45-48), найти кова-
риантную производную от любого тензора. Поэтому, действуя аналогично,
мы можем любому тензорному полю U ∈ T (p, q,M) сопоставить его ковари-
антную производную ∇U ∈ T (p, q + 1,M).

Задача 2.7. Пусть v = (vk) – векторное поле, и a = (ai,j) ∈ T (0, 2,M).
Выведите формулы

∇rv
k =

∂vk

∂xr
+ Γks,rv

s, (57)

∇kai,j =
∂ai,j
∂xk

− as,jΓsi,k − ai,sΓsj,k. (58)

Предположение 2.2. При замене системы координат в M символы
Кристоффеля преобразуются по формуле

Γkr,s =
∂xk

∂xk′
∂xr

′

∂xr
∂xs

′

∂xs
Γk
′

r′,s′ +
∂2xk

′

∂xr∂xs
∂xk

∂xk′
. (59)

Доказательство. Используя формулы преобразования базисных векто-
ров и свойства связности, вычислим

Γsj,kes = ∇k
∂xs

′

∂xj
es′ =

∂2xs
′

∂xj∂xk
es′ +

∂xs
′

∂xj
∇kes′

=
∂2xs

′

∂xj∂xk
es′ +

∂xs
′

∂xj
∂xk

′

∂xk
∇k′es′ =

∂2xs
′

∂xj∂xk
es′ +

∂xs
′

∂xj
∂xk

′

∂xk
Γl
′

s′,k′el′.

Отсюда по формуле

es =
∂xi

′

∂xs
ei′,

37



находим

Γsj,k
∂xi

′

∂xs
ei′ =

∂2xs
′

∂xj∂xk
es′ +

∂xs
′

∂xj
∂xk

′

∂xk
Γl
′

s′,k′el′.

Для завершения доказательства надо приравнять коэффициенты при el′ в
последней формуле.

Задача 2.8. Покажите, что если формула (59) верна, то обратное
преобразование записывается аналогично:

Γk
′

r′,s′ =
∂xk

′

∂xk
∂xr

∂xr′
∂xs

∂xs′
Γkr,s +

∂2xk

∂xr′∂xs′
∂xk

′

∂xk
.

Это показывает непротиворечивость аксиом связности.

Из формулы (59) вытекает, что функции

T kr,s = Γkr,s − Γks,r

являются компонентами тензорного поля типа (1, 2). Поэтому свойство сим-
волов Кристоффеля быть симметричными по нижним индексам не зависит
от системы координат.

Тензорное поле
T = (T kr,s), T kr,s = −T ks,r

называется тензором кручения аффинной связности. Если тензор кручения
равен нулю, то говорят, что связность является симметричной.

Имеется инвариантное определение тензора кручения. Зададим билиней-
ный кососимметрический оператор T : T (1, 0,M)× T (1, 0,M)→ T (1, 0,M)

формулой
T (ξ, η) = T ij,kξ

jηkei.

Прямое вычисление показывает, что

T (ξ, η) = ∇ξη −∇ηξ − [ξ, η].

Приведем один простой факт, который часто бывает полезен при выводе
разных формул.

Предположение 2.3. Предположим, что связность симметрична.
Тогда в достаточно малой окрестности любой точки x̂ ∈ M можно вве-
сти координаты xi

′ в которых Γk
′

r′,s′(x̂) = 0.
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Доказательство. Не сужая общности, будем считать, что x̂ = 0. Сделаем
замену координат

xi
′
= xi +

1

2
Γij,l(0)xjxl.

По формуле (59) находим Γk
′

r′,s′(0) = 0.

Предложение доказано.
В заключение этого раздела отметим, что если отказаться от гипотезы

(49), то равенство (53), вообще говоря, не будет выполняться. Можно по-
казать, что функции Γ̃kr,s при замене системы координат преобразуются по
формуле

Γ̃kr,s =
∂xk

∂xk′
∂xr

′

∂xr
∂xs

′

∂xs
Γ̃k
′

r′,s′ −
∂2xk

′

∂xr∂xs
∂xk

∂xk′
.

Отсюда следует, что Skr,s = Γ̃kr,s + Γkr,s – тензор. Этот тензор ввел Эйнштейн.
Формула (49) верна тогда и только тогда, когда Skr,s = 0.

В книге [7] рассматриваются примеры связностей, для которых Skr,s 6= 0,
однако, насколько известно автору, в современных теориях поля такие связ-
ности не используются.

2.9. Связность, согласованная с метрикой

Зададим на поверхности M метрический тензор с компонентами gi,j. Это
можно сделать различными способами. Например, предположим, что в объ-
емлющем пространстве Rn имеется скалярное произведение (·, ·). Тогда мет-
рику на поверхности M определим следующим образом: gi,j = (ei, ej). В
этом случае говорят, что метрика на поверхности M индуцирована метри-
кой объемлющего пространства.

Определение 2.8. Связность называется согласованной с метрикой,
если метрика ковариантно постоянна в смысле этой связности

∇kgi,j = 0. (60)

Оказывается, по всякой метрике можно однозначно восстановить согла-
сованную с ней симметричную связность.

Теорема 2.3. Существует, и притом единственная, симметричная
связность, согласованная с данной метрикой.
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Символы Кристоффеля этой связности вычисляются по формулам

Γki,j =
1

2
gk,l
(∂gl,j
∂xi

+
∂gi,l
∂xj
− ∂gi,j

∂xl

)
. (61)

Доказательство. По формуле (58) имеем

∇kgi,j =
∂gi,j
∂xk
− Γli,kgl,j − Γlj,kgi,l = 0. (62)

Переставляя в этой формуле индексы i, j, k, получим еще два уравнения:

∂gk,i
∂xj
− Γlk,jgl,i − Γli,jgk,l = 0, (63)

∂gj,k
∂xi
− Γlj,igl,k − Γlk,igj,l = 0. (64)

Сложив уравнение (62) с уравнением (63) и вычтем (64), получим

∂gi,j
∂xk

+
∂gk,i
∂xj
− ∂gj,k

∂xi
− 2Γlk,jgl,i = 0.

Выражая из этого уравнения Γlk,j, получаем формулу (61). Это доказывает
единственность связности, согласованной с метрикой.

Существование проверяется прямой подстановкой формулы (61) в урав-
нение (62).

Связность и метрика позволяют дать инвариантные определения опера-
торов векторного анализа.

До конца этого раздела будем считать, что связность согласована с поло-
жительно определенной метрикой.

Градиентом функции f называется векторное поле, определенное следу-
ющим образом

grad f = gi,j
∂f

∂xj
ei.

Дивергенцией векторного поля v = (vi) называется скаляр

div v = ∇iv
i.

Задача 2.9. Докажите, что

div v =
1
√
g

∂

∂xi
(
√
gvi), g = det(gi,j).
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Оператор Лапласа определяется как обычно:

∆ = div grad,

но в случае произвольной положительно определенной метрики он называ-
ется оператором Лапласа-Бельтрами.

С ротором дело обстоит сложнее. Предположим, что размерностьM рав-
на 3. Тогда по векторному полю v = (vi) ∈ T (1, 0,M) построим дифферен-
циальную форму

α = vidx
i, vi = gi,jv

j.

Напомним, что пространство 2-форм канонически изоморфно пространству
аксиальных векторов (для этого нужна трехмерность M и метрика). Рото-
ром вектора v называется аксиальный вектор, который соответствует форме
dα при указанном изоморфизме.

Задача 2.10. Докажите формулу

rot (a× b) = [a, b] + adiv b− bdiv a,

здесь a, b ∈ T (1, 0,M), через × обозначено векторное произведение.

2.10. Тензор кривизны Римана

Из математического анализа известно, что частные производные гладких
функций коммутируют

∂

∂xi
∂

∂xj
f =

∂

∂xj
∂

∂xi
f.

В случае ковариантных производных от произвольных тензорных полей
свойство коммутативности, вообще говоря, нарушается:

∇i∇j 6= ∇j∇i.

Для описания связи между операциями ∇i∇j и ∇j∇i вводится тензор Ри-
мана.

Опишем соответствующую конструкцию.
Зададим произвольное векторное поле с компонентами vi. Непосредствен-

ным, хотя и весьма громоздким, вычислением, используя формулы (57) и
(56), получаем:

(∇k∇l −∇l∇k)v
i = −Ri

s,k,lv
s + T sk,l∇sv

i,
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где T sk,l – тензор кручения, а

−Ri
s,k,l =

∂Γis,l
∂xk

−
∂Γis,k
∂xl

+ Γir,kΓ
r
s,l − Γir,lΓ

r
s,k. (65)

Функции Ri
s,k,l являются компонентами тензора типа (1, 3), этот тензор на-

зывается тензором кривизны Римана, или тензором кривизны аффинной
связности.

Имеется инвариантное определение тензора кривизны. Зададим трили-
нейный оператор R : T (1, 0,M)× T (1, 0,M)× T (1, 0,M)→ T (1, 0,M) фор-
мулой

R(ξ, η)ζ = Ri
j,k,lξ

kηlζjei.

Прямое вычисление показывает, что

R(ξ, η)ζ = (∇η∇ξ −∇ξ∇η)ζ +∇[ξ,η]ζ.

Геометрический смысл тензора кривизны раскрывается в следующей тео-
реме.

Теорема 2.4. Предположим, что связность симметрична и тензор
кривизны равен нулю на M . Тогда любая точка поверхности M имеет
окрестность, в которой можно ввести координаты (yi) такие, что

Γij,k(y) ≡ 0. (66)

Если связность согласована с метрикой, то в силу формулы (60), метри-
ческий тензор в указанной системе координат постоянен.

Доказательство этой теоремы [8] опирается на один результат типа теоремы
Фробениуса и далеко выходит за рамки нашего курса.

Координаты, в которых справедливо равенство (66), называются евкли-
довыми. Если на поверхности M можно ввести евклидовы координаты, то
тензор Римана равен нулю. Если связность согласована с метрикой, то в
евклидовых координатах метрический тензор постоянен. Это частично об-
ращает теорему 2.4..

Перечислим симметрии тензора кривизны:
1. Справедливо равенство Ri

s,k,l = −Ri
s,l,k. Это следует непосредственно

из формулы (65).
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2. Для симметричной связности имеют место тождества:

Ri
s,k,l +Ri

k,l,s +Ri
l,s,k = 0,

∇sR
r
i,k,l +∇lR

r
i,s,k +∇kR

r
i,l,s = 0.

Последнее равенство называется тождеством Бьянки.
3. Для связности, согласованной с метрикой gi,j, введем тензор

Ri,s,k,l = gi,rR
r
s,k,l. Тогда

Ri,s,k,l = −Rs,i,k,l.

4. Для тензора кривизны симметричной связности, согласованной с мет-
рикой gi,j, имеется симметрия

Ri,s,k,l = Rk,l,i,s.

Все эти факты следуют непосредственно из формулы (65). Однако их
удобно выводить, используя предложение 2.3..

Действительно, предположим, что Γij,k(x̂) = 0. Тогда

−Ri
s,k,l(x̂) =

∂Γis,l
∂xk

(x̂)−
∂Γis,k
∂xl

(x̂), (67)

и

−∇jR
i
s,k,l(x̂) =

∂2Γis,l
∂xj∂xk

(x̂)−
∂2Γis,k
∂xj∂xl

(x̂). (68)

Из формул (67), (68) следуют симметрии пункта 2), первая и вторая соот-
ветственно.

Задача 2.11. Докажите формулу пункта (3.).

Если симметричная связность согласована с метрикой, то в силу (60) мы
имеем

∂gi,j
∂xk

(x̂) = 0,

что позволяет из равенств (67) и (61) вывести формулу

Ri,q,k,l(x̂) =
1

2

( ∂2gi,l
∂xq∂xk

(x̂) +
∂2gq,k
∂xi∂xl

(x̂)− ∂2gi,k
∂xq∂xl

(x̂)− ∂2gq,l
∂xi∂xk

(x̂)
)
.

Из этой формулы следует симметрия (4.).
Если связность симметрична и согласована с метрикой, а поверхность

M трехмерна, то, в силу перечисленных симметрий, тензор Римана вполне
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определяется по компонентам тензора Риччи: Rk,s = Ri
k,i,s, Rk,s = Rs,k.

Это следует из формулы

Rα,β,γ,δ = Rα,γgβ,δ −Rα,δgβ,γ+

+Rβ,δgα,γ −Rβ,γgα,δ +
R

2
(gα,δgβ,γ − gα,γgβ,δ),

здесь R = gk,sRs,k – скалярная кривизна.

Задача 2.12. Докажите, что если поверхность M m-мерна и сим-
метричная связность согласована с метрикой, то верна формула

∇lR
l
k =

1

2

∂R

∂xk
, где Rl

k = gl,sRs,k.

Указание: используйте тождество Бьянки.

В случае двумерной поверхности (связность симметрична и согласована
с метрикой) у тензора Римана имеется только одна (с точностью до симмет-
рий) ненулевая компонента R1,2,1,2. Поэтому тензор Римана вполне опреде-
ляется скалярной кривизной:

R1,2,1,2 =
det(gi,j)

2
R.

Симметрии (3.) и (4.) позволяют рассматривать тензор Римана как квад-
ратичную форму на пространстве контравариантных кососимметрических
тензоров валентности два. Если ωi,j – тензор указанного типа, то значение
квадратичной формы на нем определяется следующим образом:

Ri,j,k,lω
i,jωk,l.

Говорят, что поверхность M имеет отрицательную кривизну, если эта квад-
ратичная форма отрицательно определена.

Задача 2.13. Докажите, что в случае симметричной связности вер-
на формула

(∇k∇l −∇l∇k)a
i
s = aiµR

µ
s,k,l −R

i
r,k,la

r
s,

где ais – компоненты тензора типа (1, 1).
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2.11. Ковариантное дифференцирование тензорных величин
(тензорных плотностей)

Пусть, как и выше, M – m-мерная поверхность, на которой задана аф-
финная связность, e1, . . . , em и e1, . . . em – сопряженное базисное векторное
и ковекторное поле на M .

Пусть C – матрица перехода от базиса e1, . . . , em к базису e1′, . . . , em′:

C =
( ∂xi
∂xi′

)
, ei′ =

∂xi

∂xi′
ei.

Обозначим через T̃n(p, q,M) пространство тензорных величин ti1,...,ipj1,...,jq
, ко-

торые при замене базиса преобразуются по правилу

t
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j
′
q

= (detC)nc
i′1
i1
. . . c

i′p
ip
cj1j′1
. . . c

jq
j′q
t
i1,...,ip
j1,...,jq

, n ∈ Z.

Пространство T̃0(p, q,M) совпадает с пространством T (p, q,M).
Наша задача состоит в том, чтобы построить для этих величин ковари-

антное дифференцирование. Чтобы отличить ковариантное дифференциро-
вание тензорных величин от дифференцирования тензоров, мы вместо ∇l и
будем использовать символ Dl.

Напомним некоторые обозначения:

e1 ∧ . . . ∧ em =
∑
σ∈Sm

sgn(σ)eiσ(1) ⊗ . . .⊗ eiσ(m),

e1 ∧ . . . ∧ em =
∑
σ∈Sm

sgn(σ)eiσ(1)
⊗ . . .⊗ eiσ(m)

.

Легко показать, что

e1′ ∧ . . . ∧ em′ = (detC)−1e1 ∧ . . . ∧ em,
e1′ ∧ . . . ∧ em′ = detCe1 ∧ . . . ∧ em.

Используя правило Лейбница и формулы (50), (51), найдем

∇l(e
1 ∧ . . . ∧ em) = −Γss,le

1 ∧ . . . ∧ em,
∇l(e1 ∧ . . . ∧ em) = Γss,le1 ∧ . . . ∧ em.

Введем обозначение

(e1 ∧ . . . ∧ em)k = (e1 ∧ . . . ∧ em)⊗ . . .⊗ (e1 ∧ . . . ∧ em)︸ ︷︷ ︸
k сомножителей

.
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Соответственно,

(e1′ ∧ . . . ∧ em′)k = (detC)−k(e1 ∧ . . . ∧ em)k,

(e1′ ∧ . . . ∧ em′)k = (detC)k(e1 ∧ . . . ∧ em)k,

∇l(e
1 ∧ . . . ∧ em)k = −kΓss,l(e

1 ∧ . . . ∧ em)k,

∇l(e1 ∧ . . . ∧ em)k = kΓss,l(e1 ∧ . . . ∧ em)k.

Пусть n > 0, тогда каждой тензорной величине t = (t
i1,...,ip
j1,...,jq

) ∈ T̃n(p, q,M)

канонически соответствует тензор

f = t
i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq ⊗ (e1 ∧ . . . ∧ em)n ∈ T (p, q +mn,M).

Продифференцируем тензор f , используя сделанные выше замечания

∇lf = ∇l

(
t
i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq
)
⊗ (e1 ∧ . . . ∧ em)n+

+ t
i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq ⊗∇l(e
1 ∧ . . . ∧ em)n =

= (∇lt
i1,...,ip
j1,...,jq

− nΓss,lt
i1,...,ip
j1,...,jq

)ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq⊗

⊗ (e1 ∧ . . . ∧ em)n.

Здесь запись ∇lt
i1,...,ip
j1,...,jq

означает формальное ковариантное дифференцирова-
ние, по правилу дифференцирования тензоров.

При том же каноническом соответствии тензору ∇lf соответствует тен-
зорная величина

Dlt
i1,...,ip
j1,...,jq

= ∇lt
i1,...,ip
j1,...,jq

− nΓss,lt
i1,...,ip
j1,...,jq

∈ T̃n(p, q + 1,M).

Рассмотрим случай n < 0. Теперь тензорной величине
t = (t

i1,...,ip
j1,...,jq

) ∈ T̃n(p, q,M) мы поставим в соответствие тензор

g = t
i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq ⊗ (e1 ∧ . . .∧ em)−n ∈ T (p+mn, q,M).

Далее, рассуждая аналогично, получим

Dlt
i1,...,ip
j1,...,jq

= ∇lt
i1,...,ip
j1,...,jq

− nΓss,lt
i1,...,ip
j1,...,jq

∈ T̃n(p, q + 1,M)

(такая же формула).
Итак, мы построили операцию D : T̃n(p, q,M)→ T̃n(p, q+ 1,M), которую

естественно считать определением ковариантного дифференцирования тен-
зорных величин. Эта операция в координатном представлении записывается
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следующим образом:

Dlt
i1,...,ip
j1,...,jq

= ∇lt
i1,...,ip
j1,...,jq

− nΓss,lt
i1,...,ip
j1,...,jq

, n ∈ Z.

Задача 2.14. Предположим, что на поверхности M задана метрика
gi,j и согласованная с ней связность.

Докажите, что g = det(gi,j) ∈ T̃2(0, 2,M) и

Dlg =
∂g

∂xl
− 2Γss,lg = 0.
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