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Ââåäåíèå
Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñòàòüè [1]. Â ñòàòüå [1] ðàññìàò-
ðèâàëèñü äèñêðåòíûå àíàëîãè ïîòîêà îáðàòíîé êðèâèçíû äëÿ ñòðîãî âû-
ïóêëûõ n-óãîëüíèêîâ, n > 3, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èçìåíåíèå ðàäèóñîâ
êðèâèçíû (R1, R2, . . . , Rn) 7→ (R′

1, R
′
2, . . . , R

′
n) n-óãîëüíèêà â âåðøèíàõ

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïàðàìåòðàõ ïîòîêà îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì: ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ êðèâèçíû óáûâàåò, à ìèíèìàëüíûé âîçðàñ-
òàåò.

Ïóñòü îòîáðàæåíèå A : Rn → Rn, n > 4 çàäàåò èçìåíåíèå ðàäèóñîâ
êðèâèçí � îòîáðàæàåò âåêòîð (R1, R2, . . . , Rn) íà âåêòîð

(f(Rn, R1, R2), f(R1, R2, R3), . . . , f(Rn−1, Rn, R1)),

ãäå íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : R3 → R, êàê ïîêàçàíî â [1], îáëàäàåò
ñëåäóþùèì ñâîéñòâàìè:

1) äëÿ ëþáûõ x, y, z âåðíî

min{x, y, z} 6 f(x, y, z) 6 max{x, y, z};

2) ñóùåñòâóåò a > 0 òàêîå, ÷òî
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2.1) åñëè x 6 y > z, òî äëÿ íåêîòîðîãî δ(x, y, z) > a

f(x, y, z) 6 δx + (1− 2δ)y + δz;

2.2) åñëè x > y 6 z, òî äëÿ íåêîòîðîãî δ(x, y, z) > a

f(x, y, z) > δx + (1− 2δ)y + δz.

Ôîðìàëüíî ñâîéñòâà 2.1 è 2.2 íå áûëè äîêàçàíû â ñòàòüå [1], íî ñëå-
äóþò èç äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû.

Ìû óòâåðæäàåì

Ãèïîòåçà 1 Òîãäà äëÿ ëþáîãî v ∈ Rn ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

v,A(v),A(A(v)), . . .

ñõîäèòñÿ è èìååò ïðåäåë, êîëëèíåàðíûé âåêòîðó u = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn.

Èç ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ãèïîòåçû, âèäèìî, ìîæíî âûâåñòè ñõîäè-
ìîñòü äèñêðåòíîãî àíàëîãà ïîòîêà îáðàòíîé êðèâèçíû â óñëîâèÿõ òåî-
ðåìû 1 èç [1]. Ìû äîêàæåì óïðîùåíèå óòâåðæäåíèÿ ýòîé ãèïîòåçû.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü a ∈ (0; 1
2
) ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð è ïóñòü ëèíåé-

íûé îïåðàòîð A(a) îòîáðàæàåò âåêòîð (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn íà

(avn + (1− 2a)v1 + av2, . . . , avn−1 + (1− 2a)vn + av1) ∈ Rn.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî v ∈ Rn è ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë
a1, a2, . . . ∈ [a; 1

3
) ⊂ (0; 1

3
) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

v, A(a1)v,A(a2)A(a1)v, . . . (1)

ñõîäèòñÿ è èìååò ïðåäåë v0, êîëëèíåàðíûé u = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn.

Ïîñêîëüêó âåêòîðû êîëëèíåàðíûå âåêòîðó u = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn ÿâëÿ-
þòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ A(a), a ∈ (0; 1

2
), òî ýòè îòîá-

ðàæåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñæèìàþùèìè â ïðîñòðàíñòâå Rn ñ ëþáîé íîðìîé.
Çàìåòèì, ÷òî ýòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
÷èñåë, ñòîÿùèõ ïî êðóãó, ñîïîñòàâëÿþùèå êàæäîìó ýëåìåíòó åãî âåñîâîå
àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíåå ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî
Áóäåì ñ÷èòàòü Rn åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì. Èíäåêñû i âåðøèí n-óãîëüíèêîâ áóäåì ñ÷èòàòü îñòàò-
êàìè ïî ìîäóëþ n, ò.å. i ∈ Zn = Z/nZ. Âûïèøåì íåðàâåíñòâî Éåíñåíà
α1g(v1)+α2g(v2)+α3g(v3) > g(α1v1 +α2v2 +α3v3) äëÿ ôóíêöèè g(x) = x2,
òî÷åê vi−1, vi, vi+1 è íåîòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (a, 1− 2a, a) :

av2
i−1 + (1− 2a)v2

i + av2
i+1 > (avi−1 + (1− 2a)vi + avi+1)

2.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè vi−1 = vi = vi+1 â ñèëó
ñòðîãîé âûïóêëîñòè âíèç g′′(x) > 0.

Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà i = 1, n, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

v2
1 + v2

2 + . . . + v2
n >

n∑
i=1

(avi−1 + (1− 2a)vi + avi+1)
2, (2)

ãäå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå v1 = v2 = . . . = vn.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íåðàâåíñòâî ||v|| > ||A(a)v||, ãäå ðàâåí-

ñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè v êîëëèíåàðíîì âåêòîðó u.
Âûâåäåì èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ïàðû âåêòîðîâ (v1, . . . , vn),

(v2, v3 . . . , vn, v1) è ïàðû (v1, . . . , vn), (v3, v4 . . . , v1, v2)

n∑
i=1

v2
i >

n∑
i=1

vivi+1,

n∑
i=1

v2
i >

n∑
i=1

vivi+2, (3)

îöåíêó ||A(a)v|| > ||A(b)v||, äëÿ âñåõ b ∈ [a, 1
3
).

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà
n∑

i=1

vivi+1 =
n∑

i=1

vi+1vi+2,

n∑
i=1

v2
i =

n∑
i=1

v2
i+1,

n∑
i=1

vivi+2 =
n∑

i=1

vi−1vi+1,

ëåãêî ïðåäñòàâèòü ||A(a)v|| â âèäå ñóìì ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñóìì ïî
âñåì âåðøèíàì

∑
v2

i ,
∑

vivi+1 è
∑

vivi+2. À èìåííî

||A(a)v|| = (a2 +(1−2a)2 +a2)
n∑

i=1

v2
i +4a(1−2a)

n∑
i=1

vivi+1 +2a2

n∑
i=1

vivi+2.

Òîãäà â ðàçëîæåíèè ||A(a)v|| − ||A(b)v|| êîýôôèöèåíò ïåðåä ñóììîé
êâàäðàòîâ ðàâåí

2a2 + (1− 2a)2 − 2b2 − (1− 2b)2 = 2(b− a)(2− 3a− 3b);
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êîýôôèöèåíò ïåðåä ñóììîé
∑

vivi+1 ðàâåí

4a(1− 2a)− 4b(1− 2b) = −2(b− a)(2− 4a− 4b);

êîýôôèöèåíò ïåðåä ñóììîé
∑

vivi+2 ðàâåí

2a2 − 2b2 = −2(b− a)(a + b).

Ïîñêîëüêó b − a > 0, 2 − 3a − 3b > 0, òî íåðàâåíñòâî ||A(a)v|| −
||A(b)v|| > 0 ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ (3).

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ Rn, ñîñòàâëåííîå èç âåêòîðîâ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðó u = (1, 1, . . . , 1). Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâà-
þò, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A(b), b ∈ [a; 1

3
) îòîáðàæàåò âåêòîðû w ∈ W

â W, ò.å. ñóæåíèå AW (b) = A(b)|W êîððåêòíî îïðåäåëåíî â ïðîñòðàíñòâå
W. Ïîêàæåì, ÷òî AW (b) : W → W ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì
ñ êîýôôèöèåíòîì qb > qa. Ïóñòü S � ñôåðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â W. Èç
íåðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò

||A(a)W v||
||v|| < 1, v ∈ S.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè S ôóíêöèÿ ||AW (a)v||
||v|| äîñòèãàåò íàèáîëüøåå çíà÷å-

íèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç q. ßñíî, ÷òî q < 1.
Ñëåäîâàòåëüíî,

||AW (b)v|| 6 ||AW (a)v|| 6 q||v||
äëÿ êàæäîãî b ∈ [a; 1

3
). Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñæèìàþùåì îòîáðà-

æåíèè ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

v,AW (a1)v,AW (a2)AW (a1)v, . . .

â óñëîâèÿõ òåîðåìû âñåãäà ñõîäèòñÿ ê íóëåâîìó âåêòîðó â ïðîñòðàíñòâå
W. Â ñèëó òîãî, ÷òî âñå êîëëèíåàðíûå u âåêòîðû èíâàðèàíòíû îòíîñè-
òåëüíî A è ëèíåéíîñòè A ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1) ñõîäèòñÿ
ê âåêòîðó v0 = (v,u)

(u,u)
u. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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