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1 Ââåäåíèå
Â äàííîé ñòàòüå ìû èçëàãàåì äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî

Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü ω1, ω2 ∈ C∗ = C \ {0}, ζ(u) � ζ-ôóíêöèÿ Âåéåð-
øòðàññà íà òîðå C/{2ω1Z + 2ω2Z},

∑′ � ñóììèðîâàíèå ïî ìíîæåñòâó
Z2 \ {(0, 0)} è

a =
2i

π
(ζ(ω2)ω1 − ζ(ω1)ω2). (1)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî òîðà C/{2ω1Z+ 2ω2Z} óñëîâèå
{ |a|2 − |a|4 = 20a2(ω1ω2 − ω2ω1)2

∑
m,n

′(mω1 + nω2)−4;
|a| > 1,

(2)

íå âûïîëíåíî.

Êàçíåð èØìèòò â [1] äîêàçàëè, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîëíûõ ìèíèìàëüíûõ
òîðîâ â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 ñ òðåìÿ ïëîñêèìè êîíöà-
ìè. Óñëîâèå (2) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì â äîêàçàòåëüñòâå Êàçíåðà è Øìèòòà �
ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ òîðîâ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåä-
ëîæåíèÿ 1 íîñèò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð, ïîýòîìó áûëî îïóùåíî â [1].

Èìååò ìåñòî

Ëåììà 1 Ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (2) çàâèñèò òîëüêî îò êîíôîðìíîãî
êëàññà òîðà.

Äëÿ êðàòêîñòè ìû äîêàçûâàåì ëåììó 1 èíà÷å ÷åì â [2].
Ïîñêîëüêó êàæäûé òîð êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòåí [2] òîðó ñ ïîëóïåðèî-

äàìè ω1 = 1 è

ω2 ∈ Ω = {τ ∈ C : |τ | ≥ 1,
1
2

> Re τ ≥ −1
2
, Im τ > 0},

∗Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ, ãðàíò 03-01-00403.
†ÍÈÈ ìàòåìàòèêè, ßêóòñê.
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òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 1 äëÿ òîðîâ ñ ω1 = 1 è ω2 ∈ Ω.
Ïóñòü σ1(n) è σ3(n) îáîçíà÷àþò ñóììû âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé n

â ïåðâîé è òðåòåé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ q = e2πi
ω2
ω1 èìåþò ìåñòî

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà [2]:

60
∑

m,n
′(mω1 + nω2)−4 = g2 = π4

12

(
1 + 240

∑∞
n=1 σ3(n)qn

)
,

ζ(ω1) = η1 = π2

12

(
1− 24

∑∞
n=1 σ1(n)qn

)
.

(3)

Òåïåðü ìû ïðåäñòàâèì îáà âûðàæåíèÿ (2) â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Êîí-
ñòàíòó ζ(ω2) âûðàçèì ÷åðåç ζ(ω1) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà [2]:

ζ(ω2)ω1 − ζ(ω1)ω2 =
πi

2
.

Îáëàñòü Ω ðàññìàòðèâàåì êàê îáúåäèíåíèå äâóõ îáëàñòåé:

Ω1 = {τ ∈ Ω :
√

2
2 ≤ Im τ < 6

π (1− 10−3)};
Ω2 = {τ ∈ Ω : 6

π (1− 10−3) ≤ Im τ };
Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 2 Ïóñòü ω1 = 1.
Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

1) |a| − 1 < 0, ω2 ∈ Ω1;

2)
∣∣|a|2 − 1

∣∣ < 10−2, Im ω2 ∈
[ 6
π

(1− 10−3),
6
π

(1 + 10−3)
]
; (4)

3) |a| − 1 > 0, Im ω2 ∈
( 6

π
(1 + 10−3),∞

)
.

Òàêæå èìååò ìåñòî

Ëåììà 3 Ïðè ω1 = 1 è äëÿ âñåõ ω2 ∈ Ω2 ñïðàâåäëèâî

|a|2 − |a|4 6= 20a2(ω1ω2 − ω2ω1)2
∑
m,n

′
(mω1 + nω2)−4.

Èç ëåìì 2 è 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðåäëîæåíèå 1 ñïðàâåäëèâî äëÿ ω1 = 1 è
ω2 ∈ Ω. Ïîýòîìó èç ëåììû 1 ñëåäóåò ïðåäëîæåíèå 1 äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ
òîðîâ.

2 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Äëÿ λ ∈ C∗ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå [2]:

ζ(λω1; λω1, λω2) =
1
λ

ζ(ω1; ω1, ω2), (5)

ãäå ζ(u; ω1, ω2) � ζ-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà íà C/{2ω1Z+ 2ω2Z}.
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Èç (1) è (5) ñëåäóåò, ÷òî

a(λω1, λω2) =
λ

λ
a(ω1, ω2),

ãäå a(ω1, ω2) � ïîñòîÿííàÿ (1) íà C/{2ω1Z+ 2ω2Z}. Ñëåäîâàòåëüíî,

|a(λω1, λω2)| = |a(ω1, ω2)|.

Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü (2). Ïðîñòûå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî

a2(λω1, λω2)(λω1λω2 − λω2λω1)2
∑
m,n

′
(mλω1 + nλω2)−4 = (6)

a2(ω1, ω2)(ω1ω2 − ω2ω1)2
∑
m,n

′
(mω1 + nω2)−4.

Èç (6) è |a(λω1, λω2)| = |a(ω1, ω2)| ñëåäóåò, ÷òî íà òîðå C/{2ω1Z+ 2ω2Z}
óñëîâèå (2) âåðíî åñëè è òîëüêî åñëè (2) âåðíî íà òîðå C/{2Z + 2ω2

ω1
Z}.

Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì ω1 = 1, à ω2/ω1 îáîçíà÷èì êàê τ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî (2) íå çàâèñèò îò ïðåîáðàçîâàíèÿ òî-

ðà C/{2ω1Z+2ω2Z} 7→ C/{2Z+2ω2
ω1
Z}, à çàâèñèò òîëüêî îò òàê íàçûâàåìîãî

êîíôîðìíîãî ïàðàìåòðà òîðà τ = ω2/ω1.
Ðàññìîòðèì ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé òîðà

τ 7→ ατ + β

γτ + δ
,

(
α β
γ δ

)
∈ PSL(2,Z), (7)

ïîðîæäåííóþ äâóìÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè

T1 : τ 7→ τ + 1, T2 : τ 7→ −1
τ

.

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (2) íå çàâèñèò îò ïðåîáðàçîâàíèé âèäà (7). Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü èíâàðèàíòíîñòü (2) îòíîñèòåëüíî T1 è T2.

Ôóíêöèè η1 è g2 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî τ 7→ T1τ ñîãëàñíî [2]. Î÷å-
âèäíî, âûðàæåíèå

ω1ω2 − ω2ω1 = i2Im τ (8)
è

a =
2i

π
(ζ(ω2)ω1 − ζ(ω1)ω2) =

4Im τ

π
η1 − 1 (9)

òàêæå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî T1. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøå-
íèåì Ëåæàíäðà ζ(ω2) = η1τ + πi

2 .
Ñîãëàñíî [3], äëÿ ëþáîãî Im τ > 0 ñïðàâåäëèâû îòíîøåíèÿ

g2(τ) =
1
τ4

g2

(
− 1

τ

)
; (10)

η1(τ) =
1
τ2

η1

(
− 1

τ

)
− π

2i

1
τ

, (11)
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ãäå g2(τ) è η1(τ) � ïîñòîÿííûå Âåéåðøòðàññà (3) íà C/{2Z+ 2τZ}.
Êðîìå ýòîãî, ïðÿìûìè âûêëàäêàìè ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà:

ω1ω2 − ω2ω1 = 2iIm τ = 2iττ Im
(1

τ

)
= 2iττ Im

(
− 1

τ

)
;

è
a(τ) = 2ττ Im

(
− 1

τ

)(
1
τ2 η1(−1/τ) +

π

2i

1
τ

)
− 1

= 2
τ

τ
Im

(
− 1

τ

)(
η1

(
− 1

τ

)
− 1

)
=

τ

τ
a
(
− 1

τ

)
.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ a è g2 â óðàâíåíèå (2), óáåæäà-
åìñÿ â òîì, ÷òî (2) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî T2.

Òàêèì îáðàçîì, (2) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî PSL(2,Z).
Òåïåðü ëåììà ñëåäóåò èç õîðîøî èçâåñòíîãî ôàêòà � äëÿ ëþáîé ïàðû

êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûõ òîðîâ ñ êîíôîðìíûìè ïàðàìåòðàìè τ è τ ′ ñó-
ùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå

τ ′ =
ατ + β

γτ + δ
,

(
α β
γ δ

)
∈ PSL(2,Z).

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

3 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2
Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî

|a|2 =
16(Im τ)2

π2
|η1|2 − 8Im τ

π
Re η1 + 1.

Ïîäñòàâèì (3) â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå. Ïîëó÷èì, ÷òî

|a|2 − 1 =
π2

9
(Im τ)2

∣∣∣1− 24
∞∑

n=1

σ1(n)qn
∣∣∣
2

− 2π

3
(Im τ)

(
1− 24Re

∞∑
n=1

σ1(n)qn
)
.

(12)
Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû

Ëåììà 4 Äëÿ q ∈ [0, ε), ãäå ε < 1, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:
∞∑

n=1

qn =
q

1− q
(13)

∞∑
n=1

n2qn =
q + q2

(1− q)3
(14)

∞∑
n=1

n3qn =
q + 4q2 + q3

(1− q)4
(15)
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∞∑
n=2

n5qn =
32q2 + 51q3 + 46q4 − 14q5 + 6q6 − q7

(1− q)6
(16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðÿä (13)ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé. Êàæ-
äûé ðÿä (13)�(16) ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè 1. Çíà÷èò,
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ðàâåíñòâà äëÿ q ∈ [0, ε)

∞∑
n=1

nkqn = q

( ∞∑
n=1

nk−1qn

)′
, k = 1, .., 5.

Îòêóäà ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ âûêëàäîê ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû (13)-(16).
Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Ëåììà 5 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∣∣∣
∞∑

n=1

σ1(n)qn
∣∣∣ <

13
12
|q|, τ ∈ Ω1 ∪ Ω2. (17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

σ1(n) =
∑

d|n
d ≤

∑

1≤d≤n

d =
n(n + 1)

2
≤ n2. (18)

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
∣∣∣∣
∞∑

n=1

σ1(n)qn

∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=1

n2|q|n.

Ïî ëåììå 4 ìàæîðèðóþùèé ðÿä ðàâåí 1+|q|
(1−|q|)3 |q|.

Ïðè Im τ ≥
√

2
2 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

1 + |q|
(1− |q|)3 (19)

ïî ïåðåìåííîé Im τ îòðèöàòåëüíà, è çíà÷åíèå (19) ìåíüøå 13/12 ïðè Im
τ =

√
2

2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∣
∞∑

n=1

σ1(n)qn
∣∣∣ ≤ 1 + |q|

(1− |q|)3 |q| <
13
12
|q|. (20)

Ëåììà 5 äîêàçàíà.
Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|q| < 10−5, τ ∈ Ω2. (21)

Òåïåðü äîêàæåì ëåììó 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. 1) Èññëåäóåì çíàê |a|2 − 1. Ïóñòü

δ = 24
∣∣∣
∞∑

n=1

σ1(n)qn
∣∣∣.

Èç ëåììû 5 è (21) ñëåäóåò

δ < 26 · 10−5, τ ∈ Ω2.

Èç (12) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

|a|2 − 1 ≤ π2

9
(Im τ)2

(
1 + δ

)2 + 2
π

3
(Im τ)

(− 1 + δ
)
. (22)

Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

|a|2 − 1 ≤ π2

9
(Im τ)(1 + δ2)

(
Im τ +

6
π

( −1 + δ

(1 + δ)2

))
. (23)

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

Im τ +
6
π

( −1 + δ

(1 + δ)2

)

ïî Im τ ïîëîæèòåëüíà íà Ω1 è

6
π

(1− 10−3) +
6
π

( −1 + δ

(1 + δ)2

)
< 0,

òî ïðàâàÿ ÷àñòü (23) îòðèöàòåëüíà íà Ω1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |a|2 − 1 < 0.
2) Èç (12) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

∣∣|a|2 − 1
∣∣ ≤ π2

9
(Im τ)(1 + δ2)

∣∣∣∣Im τ − 6
π

(
1− δ

(1 + δ)2

)∣∣∣∣. (24)

Äëÿ Im τ ∈ [
6
π (1− 103), 6

π (1 + 103)
]
âûðàæåíèå (24) ìåíüøå ÷åì ñëåäóþùåå

π2

9
6
π

(1 + 10−3)(1 + δ2)
6
π

∣∣∣∣1 + 10−3 − 1− δ

(1 + δ)2

∣∣∣∣. (25)

Ïîñêîëüêó δ < 26 · 10−5, òî (25) îöåíèâàåòñÿ ÷èñëîì

8 · (10−3 + 3 · 10−5) < 0, 9 · 10−2.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ||a| − 1| < 10−2.
3) Èç (12) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

|a|2 − 1 ≥ π2

9
(Im τ)2

(
1− δ

)2 − 2
π

3
(Im τ)

(
1 + δ

)
. (26)
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Çíàê |a|2 − 1 ïîëîæèòåëåí äëÿ τ òàêèõ, ÷òî Im τ − 6
π

(1+δ)
(1−δ)2 > 0.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

Im τ − 6
π

(
1 + δ

(1− δ)2

)

ïî Im τ ïîëîæèòåëüíà íà Ω2 è

6
π

(1 + 10−3) +
6
π

(
1 + δ

(1− δ)2

)
> 0,

òî ïðàâàÿ ÷àñòü (26) ïîëîæèòåëüíà íà Ω2.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |a|2 − 1 > 0, τ ∈ Ω2.
Ëåììà 2 äîêàçàíà.

4 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3
Èç (3) è (9) âûâîäèì, ÷òî

a2 =
π2

9
(Im τ)2

(
1−24

∞∑
n=1

σ1(n)qn
)2

− 2π

3
Im(τ)

(
1−24

∞∑
n=1

σ1(n)qn
)

+1. (27)

Èìååò ìåñòî

Ëåììà 6 Åñëè a 6= 0, òî ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû

20a2(ω1ω2 − ω2ω1)2
∑
m,n

′
(mω1 + nω2)−4 = |a|2 − |a|4, (28)

20|a|2(ω1ω2 − ω2ω1)2
∑
m,n

′
(mω1 + nω2)−4 = a2(1− |a|2), (29)

π2

9
(Im τ)2 + (|a|2 − 1)

(
2π

3
(Im τ)− 1

)
=

= (|a|2 − 1)
(

64π2(Im τ)2
∞∑

n=2

( n−1∑

k=1

σ1(k)σ1(n− k)
)

qn− (30)

−16π
(π

3
(Im τ)− 1

)
(Im τ)

∞∑
n=1

σ1(n)qn

)
− π2

9
|a|2(Im τ)2

(
240

∞∑
n=1

σ3(n)qn
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèâ (28) íà a/a, ïîëó÷èì (29). Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ a 6= 0 óñëîâèÿ (28) è (29) ýêâèâàëåíòíû.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (12) è (27) â (29). Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

|a|2 π2

9
(Im τ)2

(
1 + 240

∞∑
n=1

σ3(n)qn
)

=
π2

9
(Im τ)2(|a|2 − 1)
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+
π2

9
(Im τ)2

(
− 48

∞∑
n=1

σ1(n)qn + 242
( ∞∑

n=1

σ1(n)qn
)2

)
(|a|2 − 1) (31)

+
(
1− 2π

3
Im τ

)
(|a|2 − 1) +

2π

3
24(Im τ)

( ∞∑
n=1

σ1(n)qn
)
(|a|2 − 1).

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå â (31), ïîëó÷èì

π2

9
(Im τ)2

(
1 + |a|2240

∞∑
n=1

σ3(n)qn
)

+
(2π

3
(Im τ)− 1

)
(|a|2 − 1)

= (|a|2 − 1)

(
π2

9
(Im τ)2242

( ∞∑
n=1

σ1(n)qn
)2

(
− 48

π2

9
(Im τ)2 +

2π

3
24(Im τ)

) ∞∑
n=1

σ1(n)qn

)
.

Ëåììà 6 äîêàçàíà.
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè |q| · (Im τ)4 ïî Im τ îòðèöàòåëüíà íà Ω2. Êðîìå

ýòîãî,
|q| · (Im τ)4 < 10−4 ïðè τ = i

6
π

(1− 10−3).

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|q| · (Im τ)4 < 10−4, τ ∈ Ω2. (32)

Èç (32) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

|q| · (Im τ)2 < 10−4, τ ∈ Ω2. (33)

Äîêàæåì òåõíè÷åñêóþ

Ëåììà 7 Ïóñòü τ ∈ Ω2.
Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∣∣∣
∞∑

n=2

( n−1∑

k=1

σ1(n− k)σ1(k)
)
qn

∣∣∣ <
21
10
|q|; (34)

∣∣∣
∞∑

n=1

σ3(n)qn
∣∣∣ <

8
5
|q|. (35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âíóòðåííåé ñóììû ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣
n−1∑

k=1

σ1(n− k)σ1(k)
∣∣∣ ≤

∣∣∣
n−1∑

k=1

(n− k)2k2
∣∣∣ <

1
16

n5.

8



Çäåñü â êàæäîì ñëàãàåìîì ìû ïðèìåíèëè îöåíêó σ1(n) ≤ n2 è çàìåòèëè,
÷òî ôóíêöèÿ f(k) = (n− k)2k2 äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà îòðåçêå

[
1, (n− 1)

]
â òî÷êå k = n/2. Ñëåäîâàòåëüíî,

∞∑
n=2

( n−1∑

k=1

σ1(n− k)σ1(k)
)
|q|n <

1
16

∞∑
n=2

n5|q|n. (36)

Ðÿä (36) ïî ëåììå 4 ðàâåí

1
16

∞∑
n=2

n5qn =
32q2 + 51q3 + 46q4 − 14q5 + 6q6 − q7

16 (1− q)6
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

2 <
32 + 51q + 46q2 − 14q3 + 6q4 − q5

16(1− q)6
<

21
10

, τ ∈ Ω2.

Ïîýòîìó ðÿä (36) ìåíüøå 21
10 |q| ïðè τ ∈ Ω2.

Ñóììû σ3(n), n ∈ N îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ3(n) =
∑

d|n
d3 =

∑

d|n

(n

d

)3

≤ n3
n∑

k=1

1
k3

≤ n3

(
1 +

∫ n

1

1
x3

dx

)
=

3
2
n3 − 1

2
n <

3
2
n3, n ∈ N

Âîñïîëüçîâàâøèñü (15), ïîëó÷èì
∣∣∣
∞∑

n=1

σ3(n)qn
∣∣∣ <

3
2

∞∑
n=1

n3|q|n =
3
2
|q|+ 4|q|2 + |q|3

(1− |q|)4 . (37)

Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

0 <
3
2

1 + 4|q|+ |q|2
(1− |q|)4 <

8
5
, τ ∈ Ω2.

Ïîýòîìó èç (37) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (35).
Ëåììà 7 äîêàçàíà.
Äîêàæåì ñëåäóþùóþ

Ëåììà 8 Ïóñòü τ ∈ Ω2.
Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∣∣|a|2 − 1
∣∣ < 5(Im τ)2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ Im τ ∈ [ 6
π (1−10−3), 6

π (1+10−3)] ëåììà 8 ñëåäóåò
èç óòâåðæäåíèÿ 2) ëåììû 2. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî Im τ > 6

π (1 + 10−3).
Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (22) ìåíüøå

π2

9
(1 + δ)2(Im τ)2,

ïîñêîëüêó 2π
3 (Im τ)(−1+ δ) < 0, τ ∈ Ω2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû íåðà-

âåíñòâà
|a|2 − 1 <

π2

9
(1 + δ)2(Im τ)2 < 5(Im τ)2.

Èç |a|2− 1 > 0 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà
∣∣|a|2− 1

∣∣ < 5(Im τ)2.
Ëåììà 8 äîêàçàíà.
Äîêàæåì ëåììó.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè τ ∈ Ω2 àáñîëþòíîå çíà-

÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (30) ìåíüøå 1, à ëåâîé ÷àñòè � áîëüøå 3.
Âûïèøåì ìîäóëü ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (30):

∣∣∣π
2

9
(Im τ)2 + (|a|2 − 1)

(2π

3
Im τ − 1

)∣∣∣. (38)

Äëÿ Im τ ∈ [ 6
π (1− 10−3), 6

π (1 + 10−3)] èç ||a|2− 1| < 10−2 (ñïðàâåäëèâîãî
ïî ëåììå 2) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

∣∣|a|2 − 1
∣∣
∣∣∣2π

3
Im τ − 1

∣∣∣ < 4 · 10−2.

Òàêèì îáðàçîì (38) áîëüøå, ÷åì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
∣∣∣π

2

9
(Im τ)2

∣∣∣−
∣∣|a|2 − 1

∣∣
∣∣∣2π

3
Im τ − 1

∣∣∣ > 3

äëÿ Im τ ∈ [ 6
π (1− 10−3), 6

π (1 + 10−3)].
Ïóñòü Im τ > 6

π (1 + 10−3). Òîãäà ïî ëåììå 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|a|2 − 1 > 0.

Êðîìå ýòîãî,
2π
3
Im τ − 1 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (38) áîëüøå, ÷åì π2

9 (Im τ)2 > 3.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (30) áîëüøå 3 äëÿ τ ∈ Ω2.
Âûïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü (30):

(|a|2 − 1)
(
64π2(Im τ)2Σ1 − 16π

(π

3
Im τ − 1

)
(Im τ)Σ2

)
− Σ3, (39)

ãäå

Σ1 =
∞∑

n=2

n−1∑

k=1

σ1(k)σ1(n− k)qn,

10



Σ2 =
∞∑

n=1

σ1(n)qn

è
Σ3 =

π2

9
(Im τ)2|a|2240

∞∑
n=1

σ3(n)qn.

Ïî ëåììå 7 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|Σ3| < 384
9

π2|a|2|q|(Im τ)2.

Èç ëåììû 8 ñëåäóåò, ÷òî |a|2 < 1 + 5(Im τ)2. Îòñþäà

|Σ3| < 400|q|(Im τ)2 + 2000|q|(Im τ)4 <
1
4
.

Ïîñêîëüêó ïî ëåììå 7 ñïðàâåäëèâî

|Σ1| < 21
10
|q|,

ïî ëåììå 5 èìååò ìåñòî
|Σ2| < 13

12
|q|,

è
π

3
Im τ − 1 > 0,

òî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå (39) ìåíüøå ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ:
∣∣|a|2 − 1

∣∣
(

64
21
10

π2(Im τ)2|q|+ 16
13
12

π
(π

3
(Im τ)2 − Im τ

)
|q|

)
+

1
4
. (40)

Òåïåðü èç íåðàâåíñòâà

64
21
10

π2 + 16π
13
12

π

3
< 1400

è ëåììû 8 âûòåêàåò, ÷òî (39) ìåíüøå ÷åì 7000|q|(Im τ)4+ 1
4 . Îòñþäà ñëåäóåò

íåðàâåíñòâî
∣∣∣(|a|2 − 1)

(
64π2(Im τ)2Σ1 − 16π

(π

3
Im τ − 1

)
(Im τ)Σ2

)
− Σ3

∣∣∣ < 1. (41)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (30) íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ëåâîé
÷àñòè (30).

Ëåììà 3 äîêàçàíà.
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